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9. Uvod do teorie PDR

A. ZAKLADNI POZNATKY O SOUSTAVACH ODR1

Diferencialni rovnici nazveme parcidlni, jestlize nezndmé funkce zavisi na dvou ¢ vice proménnych (pfislusna
rovnice tedy obsahuje parcidlni derivace této hledané funkce). Obecny tvar takové rovnice tedy je

(9.1)
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kde u = u(x1,...2zy) je hledana funkce. R4d nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje, pak urcuje ¥dd
této rovnice.

Je-li rovnice (9.1) linedrni vzhledem ke hledané funkci a jejim derivacim, pak tuto PDR nazveme linedrni
(zkratka: LPDR). Specidlné, LPDR prvniho fddu v roviné, kde neznamou je funkce u = u(x,y), tedy lze

vyjadiit v obecném tvaru
0 () 2 —d 9.2
a(x’y)8x+ (xvy)ay—'_c(x»y)u_ (xvy)v ( . )
kde a,b,c,d jsou dané funkce dvou proménnych. V souladu s terminologii zavedenou pro linedrni ODR
nazveme rovnici (9.2) homogenni, je-li funkce d identicky nulova na p¥islusném oboru. V opaéném piipadé ji
nazveme nehomogenni. Tyto pojmy se pak snadno rozsifi na pfipad obecné LPDR (zahrnujici také linearni
rovnice vyssiho ¥adu, pfip. linedrni rovnice ve vyssi dimenzi).

Definice 9.1. (Reseni PDR) Resenim rovnice (9.1) v oblasti @ C RY nazveme kazdou funkci, ktera
mé v  spojité vSechny potfebné parcialni derivace a kterd dosazena zaroven s témito derivacemi do (9.1)
vyhovuje pro vSechna (z1,...,2x) €  této rovnici.

Priklady a) Rovnice

Ju Ou

—+—=0 9.3

dr Oy (9:3)
je homogenni LPDRI1 s konstantnimi koeficienty. Snadno se presvédcime, ze ,,uhaddnout“ néjaké jeji feseni
neni slozité. Sta¢i napt. vymyslet piiklad funkce u = u(z,y), pro niz du/0x = 1, du/dy = —1. Tuto vlastnost
ma napt. funkce v = x — y. Snadno ovéfime, Ze tato funkce je skuteéné feSenim rovnice (9.3) na oblasti

0 =R2.
b) Uvazujme homogenni LPDR2 ve tvaru

2
0“u —0
dzxdy

(9.4)

I pro tuto rovnici nebude problém nalézt né&jaké jeji feseni. Dvojim integrovanim této rovnice (nejprve podle
proménné y a poté podle x) zjistime, Ze FeSenim (9.4) je kazda funkce tvofend souctem libovolné spojité
diferencovatelné funkce proménné x a libovolné spojité diferencovatelné funkce proménné y, tj. u(x,y) =
©1(z) + pa(y). Tedy napi. funkce u = x + y je feSenim (9.4) na oblasti Q = R?.

Otazka obecného FeSeni. V piipadé obyéejnych diferenciélnich rovnic byla vyjadfenim obecného feseni
funkce, ktera dané rovnici vyhovovala, a ktera zavisela na obecnych konstantach, jejichz pocet byl dan fadem
této rovnice.

Na ptikladech rovnic (9.3) a (9.4) vSak 1ze snadno nahlédnout, ze v p¥ipadé parcidlnich rovnic tomu tak
neni. Jiz jsme konstatovali, Ze obecny tvar FeSeni u rovnice (9.4) lze vyjad¥fit pomoci vztahu u = 1 () + 2 (y)
kde 1, @2 jsou libovolné spojité diferencovatelné funkce svych argumentu. Podobné lze ukazat, Ze pro obecny
tvar FeSeni u rovnice (9.3) plati vztah u = ¢(z—y), kde ¢ je libovolnd spojité diferencovatelnd funkce. Ukazuje
se tedy, ze obecny tvar feSeni v téchto pfipadech zévisi na jedné, resp. nékolika ,libovolnych“ funkcich, které
prebiraji roli obecnych konstant v obecném feseni pro ODR. Zdaraznéme vsak, Ze tento zavér plati pouze
pro specidlni typy rovnice (9.1).
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Pocateéni a okrajové podminky. K jednozna¢nému urcéeni feSeni dané PDR, je tfeba - podobné jako
v pfipadé ODR - predepsat dopliujici podminky, které spolu s danou rovnici tvofi ,,problém*“. Tato Gvaha
nés vede k formulaci jistych pocatecnich a okrajovych podminek, jejichZ splnéni umozni uréit feseni dané
PDR jednozna¢né. Na piikladu rovnice (9.4) ilustrujme, jaky tvar téchto podminek lze v pfipadé nékterych
jednodussich PDR ocekévat.

Predpokladejme, Ze feSeni této rovnice hleddme na ¢tvercové oblasti

Q={(r,y) eR?, 0 < z,y<1}.

V pfipadé uvazované rovnice (9.4) a jejitho obecného tvaru feseni u = ¢1(x) +¢2(y) je nutno k jednoznacénosti
daného FeSeni specifikovat tvar funkci 1, 3. To se podafi napi. tehdy, predepiSeme-li hodnoty u na dvou
hrani¢nich tse¢kach y =0, 0 <z <laz=0,0 <y <1 oblasti Q. Necht tedy napf.

u(z,0) = sinz, 0<z<l1 (9.5)

u(0,y) = v>, 0<y<l1. (9.6)

Dosazenim (9.5) do obecného tvaru feSeni dostavame
u(z,0) = p1(z) + p2(0) =sinz, 0<zx<l. (9.7

Podobné dosazenim (9.6) méme

u(0,y) = ¢1(0) +2(y) =9*,  0<y<l1. (98)
Porovnanim vztahu (9.7), (9.8) a s pfihlédnutim k rovnosti ¢1(0) 4+ ¢2(0) = 0 pak dostavdme jednoznacné
uréené feSeni problému (9.4), (9.5), (9.6) ve tvaru

u=sinz+y>.

Je ptitom prirozené odekéavat, ze uvedené feseni daného problému splituje v €2 rovnici (9.4), je spojité na Q
(tedy v€etné vSech hrani¢nich usecek) a vyhovuje podminkam (9.5) — (9.6).

Popisuje-li dana rovnice néjaky déj zavisly na case, pfi¢emz proménna y ma fyzikalni vyznam casu, pak
podminka typu (9.5) se nazyva pocdtecni podminka. M4a-li proménnd z vyznam délkové soufadnice, pak
podminku (9.6) nazyvame okrajovou podminkou a problém (9.4)—(9.6) pocdtecnim - okrajovym problémem.

Rovnice eliptického, hyperbolického a parabolického typu. Uvazujme obecnou homogenni LPDR
druhého faddu v roviné (tj. u = u(x,y)) s konstantnimi koeficienty

2 2 2
%+BM+O@+D@+E@+M=0,

A
0xdy 0y? Ox 0y

kde A, ..., F jsou redln4 ¢isla. Na zdkladé formalni podobnosti s rovnicemi kuZzelosecek rozlisujeme rovnice

tohoto typu na rovnice eliptické, hyperbolické, resp. parabolické, a to v zavislosti na hodnotéach koeficient

A, ..., F.Bez dal$iho komentaie uvedeme pouze nejzakladnéjsi piipady, které jsou ,,prototypy*“ téchto rovnic.
Prikladem rovnice eliptického typu je rovnice

0%y O%u

— +—=0. 9.9
0z + 0y? (99)
Prikladem rovnice hyperbolického typu je rovnice
?u  0%u
— ——=0. 9.10
ox2  Oy? (9.10)
Konec¢né prikladem rovnice parabolického typu je rovnice
0%u  Ou
—_ =2 =0. 9.11
or? Oy ( )
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Analogicky lze tuto klasifikaci rozsifit na ptipad, kdy danou LPDR druhého fadu uvazujeme ve vyssi dimenzi.
Napt. pro N = 3 (tj. u = u(x, y, z)) jsou pfikladem rovnice eliptického, hyperbolického a parabolického typu
po fadé rovnice

0%u  0%u @

47 = 12
Ox2 + Oy? * 022 0, (9.12)
0%u  0%u O
227 = Nl
52 Tar a2 T (9.13)
2 2
0w Ou_Ou (9.14)

92 T 02 02

Definice 9.2. (Laplaceuv operator) Rovnici (9.9), resp. (9.12) byva zvykem zapisovat struéné ve tvaru
Au = 0, kde

0? 0?
AN=—+— 9.15
52 T o (9.15)
resp.
0? 0? 0?
- .2 47 9.16
Ox? * Oy>? + 0722 (G2
je tzv. Laplaceiv (¢teme ,,Laplasiv®) operdtor. Obecné v prostoru proménnych x4, . .., 2y ma tento operator
tvar 52 52
A= — 4.4 -
0x3 ot ox%;

Pomoci Laplaceova operatoru lze jednoduse zapsat i rovnice (9.13), resp. (9.14), a to jako

0? 0
a—;; = Au, resp. v A,

% =
kde operator A je dan vztahem (9.15).

B. ROVNICE MATEMATICKE FYZIKY

Neékteré parcialni diferencialni rovnice se nazyvaji rovnice matematické fyziky. Divodem je skute¢nost, ze
tyto rovnice byly odvozeny z fyzikalnich principt a popisuji (v uréitém rozsahu a s urcitou presnosti) nékteré
fyzikalni déje.

Hledana funkce u, kterd v téchto rovnicich vystupuje, zavisi obvykle na jedné ¢asové proménné ¢ a na jedné,
dvou, nebo tfech prostorovych proménnych z, y, z. V zavislosti na dimenzi prostoru, ve kterém zkoumany
jev probih, je pak neznamou funkce u(x,t), u(z,y,t), u(x,y, 2, t), ptip. ve vyssi dimenzi u(zq,...,xN,1).

Rovnice vedeni tepla v ty¢i. Uvazujme ty¢ délky [, kterd je izolovana na povrchu a jejiz prifez pro
jednoduchost zanedbavame. Ty¢ umistime na osu x tak, aby jeji levy konec splyval s poc¢atkem. Pfedpokla-
dejme déle, 7e zavisle proménna u = u(x,t) popisuje teplotu tyce v misté x a Case t. Pak lze ukédzat, ze tato
funkce spliiuje (po provedeni jistych zjednoduseni) parcidlni diferencidlni rovnici

ou 5 0%u

=@ @), (@) e ) x(0.1), (9.17)

kde a? = k/(pc) je tepelna difuzivita, k koeficient tepelné vodivosti, p mérna hmotnost, ¢ mérné teplo. Funkce
f(z,t) charakterizuje intenzitu vnit¥nich zdrojt (napf. ve vodivé ty¢i se vyviji teplo, prochazi-li ji elektricky
proud) a T je doba trvani zkoumaného déje (lze pfipustit i T = c0).

Rovnice (9.17) ma nekonedné mnoho feSeni. Abychom mohli jednoznaéné uréit teplotu tyée v libovolné
misté a libovolném cCase, je tieba k rovnici pfipojit jednu poéateéni podminku (popisujici teplotu tyce na
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pocatku déje) a dvé okrajové podminky (charakterizujici situaci na obou koncich tyce v pribéhu celého
déje). V nejjednodussim piipadé lze tyto podminky popsat vztahy

u(z,0) = g(x), 0<z<l, (9.18)
u(0,t) = hq(¢), 0<t<T, (9.19)
u(l,t) = ha(?). 0<t<T. (9.20)

Podminky (9.18) — (9.20) tedy popisuji situaci, kdy levy konec tyce je udrzovan na teploté hy(t), pravy konec
na teploté ha(t) (obé funkce se tedy mohou ménit s ¢asem) a na pocatku déje je teplota tyée pfedepsdna
znédmou funkei g(z). O funkcich g(z), resp. hy(t), ho(t) budeme pfitom predpokladat, Ze jsou spojité v (0,1),
resp. (0,T) a splituji tzv. podminky souhlasnosti g(0) = h1(0), g(I) = ha(0).

Resenim pocateéniho - okrajového problému (9.17) — (9.20) pak rozumime kazdou funkci u(x,t), kterd je
feSenim rovnice (9.17), je spojita na (0,1) x (0,7 (tedy véetné hrani¢nich tseéek) a spliiuje zde podminky
(9.18) — (9.20).

Rovnice kmitani struny (vlnova rovnice). Uvazujme strunu (tj. dokonale pruzné vladkno) o délce I,
kterd je uloZena na ose z a napindna silou o konstantni velikosti F'. Ozna¢me p délkovou mérnou hmotnost
struny, u(x,t) jeji vertikalni vychylku od rovnovazné polohy v misté x a ¢ase t a f(x,t) pfipadné zndmé vnéjsi
zatiZeni (napf. gravitaci). Pak kmitdni této struny popisuje rovnice

2 2
% = az% + f(z,t), (z,t) € (0,1) x (0,T), (9.21)
kde a? = %. Zdtraznéme opét, Ze rovnice (9.21) popisuje skuteény fyzikdlni problém pouze piiblizné (pfi
odvozeni rovnice (9.21) je nutné napf¥. predpoklddat, ze vertikalni vychylky struny jsou ,malé“).

Nyni k rovnici (9.21) doplnime podminky. Na rozdil od rovnice vedeni tepla je tieba nyni pfedepsat dvé
pocatec¢ni podminky 5

U

U(Z‘,O) :gl<x>7 a

které popisuji poc¢atecni vychylku a pocateéni rychlost struny. Okrajové podminky lze opét zachytit napf.
vztahy (9.19), (9.20), popisujicimi chovéni struny na koncich.

Pojem feSeni pocéatecniho - okrajového problému (9.21), (9.22), (9.19), (9.20) se nyni zavede analogicky
jako pro rovnici vedeni tepla.

(z,0) = g2(z), O<z<l, (9.22)

Rovnice vedeni tepla a vlnova rovnice ve vyssi dimenzi. Jsou tvaru

% =a?Au+f,
resp.

2

gtg =a’Au+tf,

kde A je Laplaceuv operator. V zavislosti na prostorové dimenzi tyto rovnice popisuji vedeni tepla, resp.
§iteni vln v prostorech vyssi dimenze. Poznamenejme, Ze kromé uvedenych rovnic je tfeba v téchto problémech
modifikovat do pfislusné dimenze také pocatecni a okrajové podminky.

Laplaceova a Poissonova rovnice. Ve fyzikalnich problémech, které popisovaly predchazejici rovnice,
lze hledat ustaleny (tj. na Case nezavisly) stav. V pfipadé rovnice pro vedeni tepla tedy uvaZzujeme situaci,
kdy se teplota v ¢ase jiz neméni. Podobné v pfipadé vlnové rovnice se kmitani struny nebo membrany méni
na deformaci (priihyb).

Snadno vidime, Ze rovnice vedeni tepla i vlnova rovnice nabyvaji v uvedeném stacionarnim ptipadé for-
malné stejného tvaru

—Au=f, (9.23)
kde A je Laplacetiv operétor a f je dand funkce proménngch 1, ..., 2. Rovnice (9.23) se nazyva Poissonova
(¢teme ,Poasonova®). V rovinném piipadé N = 2 je tato rovnice tedy tvaru

Pu 0%*u

—ﬁ—anyZf(I,y)-
Specidlnim pfipadem Poissonovy rovnice (9.23) je Laplaceova rovnice

Au=0,
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ktera je Poissonovou rovnici pro f = 0. V rovinném pfipadé je tato rovnice tvaru

0%y 0%u

Poznamenejme, ze obé rovnice maji - kromé vyse uvedeného fyzikalniho vyznamu - fadu dalsich interpretaci.
Poissonova rovnice napf. popisuje potencidlni proudéni tekutiny tenkou vrstvou proménné Sitky (u je zde
potencial vektoru rychlosti a f vyjadfuje proménnost tloustky vrstvy tekutiny). V pfipadé konstantni sitky
je funkce f identicky nulova, a dany problém tedy modeluje Laplaceova rovnice. K obéma rovnicim dospéjeme
rovnéz pii studiu elektrického potencidlu, problému Sifeni pfimési diftzi a v dalsich tlohach.

Protoze pro tyto rovnice nemaji pocateéni podminky smysl, uvazujeme pouze podminky okrajové. Nej-
jednodussim typem okrajové podminky je Dirichletova okrajova podminka

u=h na ',

ktera predepisuje hodnoty feSeni na hranici I" oblasti €2, v niZz danou rovnici uvazujeme.

C. RESENI PDR FOURIEROVOU METODOU

Ziskat Teseni PDR v exaktnim tvaru lze velmi zfidka. Existuji nicméné metody, které pro specilni typy
problémi umoznuji feseni nalézt. V tomto oddile se sezndmime s tzv. Fourierovou metodou, nazyvanou také
metoda vlastnich funkci nebo metoda separace promeénngch. Pii aplikaci této metody vyjde feseni ve tvaru
Fourierovy fady (odtud plyne také ndzev metody). Myslenku metody vysvétlime na piikladu.

Reseni rovnice vedeni tepla Fourierovou metodou. Mé&jme tento po¢ateéni - okrajovy problém pro
rovnici vedeni tepla v ty¢i (tedy v jedné dimenzi):

Ou 5 0%u

%= a2 (z,t) € (0,1) x (0,7), (9.24)
u(z,0) = g(z), 0<z<l, (9.25)
w(0,8) =0, u(l,t)=0, 0<t<T, (9.26)

kde g(z) je spojité funkce majici po ¢éstech spojitou derivaci na (0,1). Problém (9.24) — (9.26) lze interpre-
tovat napf. jako rovnici vedeni tepla v tenké na povrchu izolované ty¢i o pocatedni teploté g(z), jejiz konce
jsou ponoreny v naddobé obsahujici smés vody a ledu.

Pii feSeni problému (9.24) — (9.26) za¢neme s touto pomocnou tlohou:

Najit vsechna teseni rovnice (9.24), kterd nejsou identicky rovna nule, vyhovuji okrajovym podminkdm
(9.26) a kterd lze psdt ve tvaru
u(z,t) = X () -T(t). (9.27)
m (

Vyfesime tedy nejprve tento pomocny problém. Dosazenim (9.27) do (9.24) a vydélenim ziskaného vztahu

sou¢inem a2 XT dostaneme .
T(t X'z

7( ) = (z) . (9.28)

a?T(t)  X(x)
Protoze rovnost (9.28) plati pro vSechna uvazovana t a x, pficemz leva strana je funkci proménné ¢ a prava
strana funkci proménné x, musi byt obé funkce konstantni, a obé strany rovnice tedy jsou rovny téze konstante,
kterou je tfeba urcit. Oznac¢ime ji —\ (znaménko minus je zde pouze z jistych pocetnich divodid a neznamen4,
Ze uvedena hodnota musi byt zdpornd). Ze vztahu (9.28) potom dostavame tyto dvé LODR:

T(t) + \a*T(t) =0, (9.29)

X"(z) + AX(z) = 0. (9.30)

Dosadime-li déle (9.27) do (9.26), potom poZzadavek netrividlnosti feseni ve tvaru (9.27) d4 okrajové podminky

X(0)=0, X()=0. (9.31)
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Vzhledem k piedpokladu netrividlnosti funkce u(x,t) tedy hleddme nenulové feSeni okrajového problému
(9.30), (9.31). Podobnymi tvahami jako v kapitole Okrajovy problém pro LODRZ2 lze zjistit, Ze nenulové
feSeni tohoto problému existuje pouze pro hodnoty A\, = (k7 /1)%, k = 1,2,..., pficemz odpovidajici nenulova
feSeni problému (9.30), (9.31) jsou pak tvaru

Xk(x):sinkTww, E=1,2,.... (9.32)

Zbyvé nalézt ke kazdé hodnoté A, funkci T (t), kterd vyhovuje (9.29), dosadime-li za A pravé hodnotu M.
Budeme tedy fesit rovnici )
Ty (t) + Mpa®Ti(t) = 0.

Separujme proménné

a7, )
—= = —M\a?dt.
T K4
Odtud ,
Ti(t) = Ape™ et (9.33)

Podle (9.27) tedy dostdvame nekoneéné mnoho feseni uy(x,t) naseho pomocného problému ve tvaru
k
’U/]g(l', t) = Xk(l')Tk(t) = Ak sin Tﬂ-x e_azl"’Zﬂ'Qt/l2 .

Resen{ piivodniho problému (9.24) — (9.26) hledejme nyni ve tvaru nekoneéné fady
> km 21224 /712
u(zx,t) = Z Ay sin i 7 (9.34)
k=1
kde koeficienty Ay uréime dosazenim pocateéni podminky (9.25) do (9.34), tj.
(z,0) = 3 Aj sin k—ﬁx =g(x).
' k=1 !

7Z teorie Fourierovych fad plyne vyjadieni pro Ag:

2 l
A = f/ g(x)sin k—ﬂx dz.
I Jo l

Je vsak tfeba zduraznit, Ze FeSeni problému (9.24) — (9.26) jsme dostali pouze formalné, a to ve tvaru
nekoneéné fady (9.34). Je tedy nutno se zabyvat otdzkou, zda soucet fady (9.34) spliiuje jak diferencidlni
rovnici (9.24), tak i p¥isluné podminky. V obecném p¥ipadé (tj. pro obecnou funkei g(z)) tento pozadavek
neni splnén (napf. soucet fady (9.34) nemusi mit ani derivace podle 2 a podle ¢, a tedy do dané rovnice nelze
tento soucet vibec dosadit). V takovém piipadé uvazujeme pouze kone¢ny soucet fady (9.34), ktery spliiuje
presné danou rovnici (9.24) a okrajové podminky (9.26), a nepfesné spliiuje poc¢ateéni podminky (9.25). Je
vSak pfirozené ocekavat, ze seCteme-li dostate¢né mnoho ¢lenu fady, pak lze tuto nepfesnost tolerovat.

Obecnéjsi pouziti Fourierovy metody. Fourierovu metodu feSeni pocatec¢nich - okrajovych problému
pro PDR lze uzit jednak pro jiné typy rovnic (napf. vlnovou rovnici), nebo i v obecnéjsich souvislostech. Bez
vétsich obtizi ji 1ze zobecnit napf¥. na pripad nehomogenni rovnice vedeni tepla s nehomogennimi okrajovymi
podminkami nebo na pfipad, kdy uvazovand PDR je linearni rovnici s nekonstantnimi koeficienty. Potize
rovnéz necini ani pripadné zavedeni Neumannovych okrajovych podminek do uvedenych problémt.

SHRNUTI POZNATKU

Diferencialni rovnice se nazyva parcialni, jestlize neznaméa funkce zavisi na dvou nebo vice proménnych.
Neékteré pojmy (¥ad rovnice, linearita rovnice, feseni rovnice) se zavadéji analogicky jako v pfipadé ODR. V
jinych pfipadech je vSak obtiZzné pojmy teorie ODR pfenést do teorie PDR (napf. pojem obecného Feseni),
nebo je tfeba tyto pojmy modifikovat (nap¥. po¢atecni - okrajovy problém).

Mezi nejznaméjsi PDR patii tzv. rovnice matematické fyziky, tedy rovnice vedeni tepla, vinova rovnice a
Piossonova rovnice. Popisuji nékteré fyzikalni déje, souvisejici s nazvy téchto rovnic, v nichz hledana veli¢ina
(teplota, prihyb) zavisi obvykle na jedné nebo nékolika prostorovych proménnych, a s vyjimkou Poissonovy
rovnice také na ¢asové proménné. Reseni poc¢atecnich - okrajovych problémii pro tyto rovnice Ize ve specidlnich
pripadech urcit ve tvaru souctu Fourierovy rady.
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