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1. Funkce vice proménnych

Definice 1.1. Reéalna funkce n-realnych proménnych f : R" — R je zobrazeni, které kazdému
x € R" pfifadi nejvyse jedno f(z) € R.

Prvky = [z1,...,2,] € R" se nazyvaji body n-rozmérného prostoru R".

Mnozina Df = {z € R";Jy € R : f(z) = y} se nazyva defini¢ni obor funkce f.

Mnozina Hf = {y € R;3x € Df : f(z) = y} se nazyva obor hodnot funkce f.

Mnozina Gf = {[x1,...,Zn, f(x1,...,2,)] € R*"Y; [21,...2,] € Df} se nazyva graf funkce f.

Poznamka 1.2.
1. Misto f([z1,...,%,]) budeme pro jednoduchost psat pouze f(z1,...,Zy).

2. 7Z predchozi definice grafu plyne, ze funkéni hodnotu chapeme jako n + 1 soufadnici, tj. z,41 =

f(fEl, cee CEn)
3. Misto z1,x2,x3 budeme psat ,y, z.
4. Pro n = 2 si lze graf f predstavovat jako rovinu, nebo jeji ¢ast, zakiivenou v R?, tj. jako plochu.

5. Pro n > 2 ztracime moznost nazorné predstavy. V pripadé funkce tfi proménnych je grafem funkce
¢ast Ctyfrozmérného prostoru. Z analogie muzeme ale usuzovat, ze grafem funkce tfi proménnych je
trojrozmérny prostor, ktery je zakiiven v R*. Jedinym grafem funkce tii proménnych, ktery dokazeme
znéazornit, je graf funkce f(x,y,z) = 0. Grafem f je cely trojrozmérny prostor R3.

P¥iklad 1.3. Bud f : R? — R funkce dvou proménnych definovana vztahem f(z,y) =1+ /1 — 22 — 32
Namalujte graf funkce f.

Regeni. VySetteme nejprve defini¢ni obor. Ziejmé [z,y] € Df & 1 — 22 —y? > 0 & 22 + y? < 1. Tedy
Df = {[x,y] € R?2? + y? < 1}. Geometricky je defini¢ni obor kruh se stfedem v poc¢atku a polomérem 1.
Jednoduchou tivahou lze zjistit, ze Hf = (1,2). Dale Gf = {[z,y,1 + /1 —22 —4?] € R3: [z,y] € Df}.
Plati z = 1 + /1 — 22 — y2. Odtud 22 + y% + (z — 1)? = 1. Z analytické geometrie plyne, Ze graf funkce f je
horni polovina kulové plochy o poloméru 1 se stfedem v bodé [0, 0, 1]. Graf je znézornén v kartézské soustavé
soufadnic (O, z,y, z) na Obrazku 1.1.

) R
Obr. 1.1: Graf funkce f(z,y) =14 /1 — 22 —y?

Piiklad 1.4. Vysetiete a nakreslete defini¢ni obor funkce f(z,y) = /In (23 +y).

Reseni. Z¥ejmé plati, ze [z,y] € Df & In(z23+y) >0 23 +y > 1. Tedy Df = {[z,y] e R? : y > 1 — 23}.
Nakreslime obrazek. Viz Obrazek 1.2.
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Obr. 1.2: Def. obor funkce f(z,y) = /In (23 + y)

Metoda Ffezu

Graf funkce dvou proménnjch je podmnoZina trojrozmérného prostoru R3. Zakladni geometrickou pied-
stavu o grafech funkci f : R? — R, lze ziskat v kartézské soustavé soutadnic (O, x,y,2) pomoci fezli grafu
Gf systémem rovin g.(z,y) = ¢, tj. 2 = ¢, kde ¢ € R. Rezy jsou tedy priniky grafi Gf a Gg.. Podobné lze
pouzit dalsi systémy rovin, napf. £ = ¢ nebo y = c.

P¥iklad 1.5. Pomoci metody fezi vySetiete a nakreslete graf funkce f(x,y) = 22 + y%.

Regeni. Rezy rovinami z = ¢ jsou pro ¢ > 0 kruznice 2% + 3> = ¢ o poloméru /c. Pro ¢ = 0 je ez bod [0, 0].
Pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Dale fezy rovinami y = ¢ jsou paraboly z = 22 + ¢2 s vrcholem ve
vysce c2. Odtud a ze symetrie funkce f jiz plyne, Ze graf funkce f vznikne rotaci paraboly z = 22 kolem osy
z. Grafem f je tzv. rotaéni paraboloid. Viz Obrézek 1.3.
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Obr. 1.3: Graf f(z,y) = 22 + y? uréeny metodou fezii

Definice 1.6. Budte z,y € R™. Potom ¢&islo d(z,y) = /> .—, (z; — y;)? se nazyvé vzdalenost bodu z, y.
Bud zp € R™, 6 > 0,9 € R. Pak mnozina K (z¢,6) = {x € R",d(z,z¢) < 0} se nazyvéa d—okoli bodu z.

Poznamka 1.7.
1. d-okoli bodu zy je oteviend koule v R™. Ma stfed v xg a polomér 4.
2. Pro n =1 dostdvame K (xg,9) = {z € R, |z — xo| < 6} = (zo — I, 20 + 9).
3. Plati
i) d(z,y) =0 2 =y;

i) d(z,y) = d(y, x);
iil) d(z,y) + d(y, z) < d(z, z), tzv. trojuhelnikova nerovnost.
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Definice 1.8. Bud 2 C R". Pak zy € R" se nazyva vnit¥ni bod mnoziny Q, kdyZ existuje K (xo,d) tak,
ze K(xg,9) C Q. Mnozina , jejiz kazdy bod je vnitini se nazyva oteviena mnozina.

Bod zp € R™ se nazyva hrani¢ni bod mnoziny 2, kdyZ pro kazdé § > 0 plati K(zo,d) NQ # O A
A K(z9,8) N (R™ — Q) # 0.

Ozna¢me h(2) mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoziny Q. Mnozina h({2) se nazyvd hranice mno-
ziny (.

Mnozina 2 se nazyva uzaviena mnozina, kdyz h(Q) C Q.

Mnozina 2 se nazyva ohrani¢ena mnozina, kdyz existuje § > 0 tak, ze Q C K(o,6), kde o =
=[0,...,0] € R™.
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