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Definice 2.1. Bud f: R" — R redlna funkce n redlnych proménnych.
Pak mnozina (Df) = {x € R™;Ve > 0: (K(z,¢) — {z}) N Df # 0} se nazyva derivace mnoziny Df.
Rekneme, #e f ma v bodé zg € (Df)’ limitu a € R, kdyZ VK (a,<)3K (0, 6) tak, ze Vz € (K (z9,0) —
{xO}) me : f(l?) € K(a,s) = (a_55a+5)'

Poznamka 2.2. Bud R, = RU {—00,o0}. Pojem limity lze rozsitit na pfipad zo € R?,a € R..

Je-li a € {—o00, 0}, nazyva se limita nevlastni.

Pokud se v n-tici x9 € R} vyskytne aspon jednou nevlastni bod co nebo —oo, mluvime o limité v ne-
vlastnim bodé.

Definice limity nepozaduje, aby xzo € Df.

Véta 2.3. Funkce f: R™ — R mé v bodé zy € (Df) nejvyse jednu limitu a € R.

Ditkaz: Sporem. Budte a,b € R,a # b dvé rizné limity funkce f v bodé xg. Polozme ¢ = 3d(a,b). Pak
e > 0 a podle definice limity 301,02 > 0 tak, Ze Vo € (K(z,01) — {zo}) N Df plati, ze f(z) € K(a,e),
coz znamena, ze d(a, f(z)) < € a Vo € (K(zo,02) — {xo}) N Df plati, ze f(z) € K(b,¢), tj. d(b, f(x)) < e.
Zvolme x € K(x9, min{dy,d2}) — {zo}. Pak d(a,b) < d(a, f(z))+d(b, f(x)) < e+ e = 2e, coz je spor, nebot
d(a,b) = 2e.

Definice 2.4. Bud g € (Df)’. M&-li f v xg limitu a, piSeme lim f(z) = a.

LT

Poznamka 2.5. Nejéastéjsi tiloha o limitdch byva formulovina slovnim obratem: VySetfete limitu lim f(z).
r—Xo

Co se ma provést?

Pokud zo ¢ (Df)’, fekneme, ze symbol lim f(z) neni definovan. V opaéném pifipadé mohou nastat
T—XTQ

pravé dvé navzajem se vylucujici moznosti.

1. f nema limitu. Téz fikame, Ze neexistuje limita f v xg.

2. f ma v zg limitu. Tato limita je pak podle Véty 2.3 urcena jednoznac¢né. Urceni limity funkce vice
proménnych je obecné velmi obtizné. V nékterych jednodussich pripadech mohou pfi vypoctu pomoci na-
sledujici véty.

Véta 2.6. Necht existuji limity lim f(z) =a, lim g(x) = b. Pak plati
T—xTo T—To

i) lim (f(x) % g(x) = a £ b

T—T0

ii) lim f(z)g(x) = ab;

T—xTo

iii) Pro b#0: lim £&) — ¢

T—To g(z) b

Véta 2.7. Necht lim f(z) = 0 a existuje K(zg,d) — {zo} tak, ze funkce g(z) je na K(z9,0) — {zo}

T—T0

ohraniéend. Pak pro limitu sou¢inu plati lim f(z) - g(z) = 0.
r—xg
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Véta 2.8. 1. Necht 3K (z0,9) tak, ze Vz € K(x0,0) — {zo} plati, ze f(x) > 0.
Pak lim f(z) =00 < lim ﬁ =0.
T—To T—To
2. Necht 3K (xo, d) tak, ze Vo € K(x0,0) — {zo} plati, ze f(z) < 0.
Pak lim f(z) = —oco < lim ﬁ = 0.

T—xg T—xg

Véta 2.9. Bud f:R" — R raciondlni lomen4 funkce, g € Df. Pak lim f(z) = f(=zo).

r—a

Piriklad 2.10. Vysetiime limitu = lim 2.
[z,y]=[0,0] ** ¥

Regeni. Oznac¢me f(x,y) = w7 Pak Df = R? — {[0,0]} a 0 = [0,0] € (Df)’". Symbol ilil}) f(z) je tedy
definovan. Dokazme, 7e f nemd limitu v bodé [0, 0]. Sporem. Pfipustme, Ze funkce f mé v bodé [0, 0] limitu
a. Pak podle definice pro K (a, 1) existuje K(o,0) tak, ze Vo € K(o,0) — {o} plati f(z) € K(a,%). Uvazme
body by = [3,0], by = [$, §]. Ziejmé plati, ze b1, by € K(0,0) nebot d(o0,b;) = \/(0 324 (0-02=85<s6
a d(oby) = \J0-§)2+(0-3)2 = & < 6 Tedy f(br) € K(a,}), f(bs) € K(a,}). Ale f(by) = 0
a f(b2) = 3. Odtud plyne, ze a € (—%, 1), a € (1, 2), coz je spor, nebot (—1,1)N(1,2)=9.

Definice 2.11. Bud f: R? — R funkce dvou proménnych, zo = [a, b].
Pak limity L; = lim (hmb f(a:,y)) a Ly = lin}7 (lim f(a:,y)) se nazyvaji postupné limity.
r—a y— Yy— r—a

Nésledujici véta popisuje vztah postupnych limit k limité L = : l]un[ i f(z,y).
fL’,y —\a,

Véta 2.12.
1. Necht existuji limity L1, Ly a L1 = Lo. Pak L nemusi existovat.
2. Necht existuje L. Pak Lq, L nemusi existovat.
3. Existuji-li L, Ly, Lo, pak nutné L = Ly = L.
4. Necht existuji L1, Ly a L1 # L. Pak L neexistuje.

Pro ilustraci uvedme pitiklad situace (2) z pfedchoziho tvrzeni.

Bud f:R? — R takova, ze Df = {[z,y] € R*x <y <2z}, Hf = {1}, tj. f(z,y) = 1 na Df.
Ziejmé [0,0] € (Df) a : l]lm[ ]f(x,y) = 1, viz Véta 2.9. Dvojnésobné limity Li, Lo ale neexistuji.
z,y|—[0,0
Podle definice limity funkce jedné proménné si snadno rozmyslite pro¢. Poznamenejme, 7e f : R — R

mé v zp € R limitu ¢ € R pravé tehdy, kdyz VK (a,e)3K (x0,d) — {xo} tak, ze K(zg,d) — {zo} C Df
aVo € K(zg,0) — {zo}: f(z) € K(a,¢).
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Poznamka 2.13. Jak jiz bylo fedeno, vySetfovani limit funkci vice proménnych je obecné velmi obtizné.
Uvedme nyni nékolik moZnosti, jak pfi vySetfovani limit postupovat. Pro jednoduchost se omezime na funkce
dvou proménnych. Pro vice proménnych se postupuje analogicky. Idea je zalozena na aplikaci Véty2.3.

1. Metoda svazku primek

Misto limity L vySetfujeme limitu L*, kde

L* = lim f(z, k(xz — 20) + yo)-

T—T

Zavisi-li limita L* na smérnici k, pak L neexistuje. Nezavisi-li na k, nelze o existenci limity L nic
usoudit.

2. Metoda svazku parabol
Misto limity L vySetfujeme limitu L**, kde

L*™* = lim f(x,k(z — 20)* + o).

Tx—T

Zavisi-li limita L** na smérnici k, pak L neexistuje. Nezavisi-li na k, nelze o existenci limity L nic
usoudit.

3. Metoda polarnich souradnic

Provedeme transformaci funkce f do polarnich soufadnic. Dosadime za © = xg + pcosy a za y =
Yo + psin p. Misto limity L pak vySetfujeme limitu L***, kde

L = Tm_f(ao + peosp,yo + psine).
p—

Zavisi-li limita L*** na thlu ¢, pak L neexistuje. Nezavisi-li na ¢, nelze o existenci limity L nic usoudit.
Specialné, je-li po transformaci L*** = lim+ 9(p)h(p), kde lim+ g(p) = 0 a h(p) je ohranicend na
p—0 p—0

(0,2m), pak L = 0.

Piiklad 2.14. Vygetete limitu  lim 22
[z,y]—[0,0] *" 1Y

Reseni. Obé postupné limity L, Lo existuji a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na tomto zékladé nic
usoudit. Pouzijeme metodu svazku primek. Plati
x2y2 ) 5C2 . k2x2 k2 k2

L*= 1 ——=lm—=Illm— = ——.
zaol,l,;;n:kz Tzt 4yt 220 ot + ktxt zl—>mo1+k4 1+ k4

Protoze limita L* zavisi na k, zadana limita L neexistuje.

3 3

Piiklad 2.15. Vysetiete limitu  lim %1%,
[2,y]—[0,00 " ¥

v

Reseni. Obé postupné limity Ly, Ly existuji a jsou rovny nule. Podobné netisp&$né dopadne vysetieni metodou
svazku primek i metodou svazku parabol. Plati L* = L** = 0. O existenci limity nelze na tomto zékladé nic
usoudit. PouZijeme metodu transformace do polarnich soufadnic. Plati

3 g3 3 qin3 3 3 03
L = lir(r)lJr p2 c052 P p2 S?HQ Y _ lim+ p2 (COS2 L S?nz ?) = lim p(cos3 @ + sin® v) =0.
p—0+ p2cos? p + p?sin“ ¢ p—0t p2(cos? p +sin )  p—0+
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Protoze je funkce h(yp) = cos® ¢ + sin®  ohrani¢end a funkce g(p) = p ma limitu 0, zadana limita L existuje
a je rovna 0.

Definice 2.16. Bud f: R" — R, 29 € Df. Rekneme, Ze f je spojitd v zo, kdyz VK (f(xo),e)3K (z9,0)
tak, ze Vo € K(x0,0) N Df : f(x) € K(f(x0),¢).
Rekneme, 7e f je spojitd na mnoziné Q C Df, je-li spojita v kazdém bodé z € Q.

Véta 2.17. Bud zg € Df N (Df)". Pak f je spojitd v xg < lim f(x) = f(z).

r—Xo

Véta 2.18. Bud zg € Df Az ¢ (Df)'. Pak f je spojitd v xo.

Dikaz: Protoze zo ¢ (Df)" existuje K(zo,0) tak, ze (K(zg,0) — {zo}) N Df = 0. Ztejmé VK (f(z9),€)
plati Vo € K (z,0) N Df = {xo} plati f(z) € K(f(x0),¢), tj. f(zo) € K(f(x0),¢€).

Véta 2.19. Budte f : R" — R, g : R" — R spojité v g € Df.
1. Pak f £ g, f - g jsou spojité v xzq.
2. Je-li g(zg) # 0, pak rovnéz % je spojita v xg.
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