6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

6. Linearni ODR n-tého radu

A. HoMmoGENNTI LODRN

Priklad 6.1. Reste diferenciilni rovnici

y' +y —2y=0.

Reseni. Charakteristicka rovnice je tvaru A2 + A\ — 2 = 0 a ma dva riizné realné kofeny A\; = 1, Ay = —2.
Odtud tedy dostavame, Ze funkce
y1(x) = €%, Yo () = e 2*

jsou linearné nezavisla feseni dané rovnice. Obecné feSeni pak ma tvar

y=C1e" +Cye ", Cy, Cy € R.

Piiklad 6.2. Reste pocateéni problém

Yy +3y" +3y +y=0, y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=2.

Regend. Charakteristickou rovnici A% 4+ 3A2 4+ 3\ + 1 = 0 lze piepsat pomoci vzorce na tvar (A+1)3 =0 a ma
tedy trojndsobny kofen A 23 = —1. Proto je obecné feSeni dané rovnice tvaru

y=0C eiz+02$eiz+03l’2€7x, Cy, Cy, C3 €R.

K tomu, abychom mohli dosadit druhou a t¥eti pocateéni podminku, je tfeba dvakrat derivovat obecné feseni,
tedy

y = —Cie "4 Cy(l—2)e 4+ C3(22 —a?)e ™,
= C1e "+ Cy(—2+x)e " +C3(2—4dx+2%)e ",
Dosazenim pocatecnich podminek pak mame
Ozy(O) =(C1, Ozy/(O) =—C1 + Cs, 2=y”(0) =C1 —20C5 4+ 2C3,
tj.
Ci=0C,=0, C3=1.

Prislusné partikularni feseni je pak tvaru

Priklad 6.3. Urcete feSeni pocateéniho problému

yW—y=0 y0)=1, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=0.

Reseni. Charakteristickd rovnice A* —1 = 0 m4a kofeny Aj 2 = +1, A3 4 = +i. Odtud dostavdme obecné Feseni
dané rovnice ve tvaru

y=C1e"+Cs e+ C3cosx+ Cysinz, Cy, Cy, C3,Cy €R.
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6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

Dosazenim pocateénich podminek do obecného feseni a jeho derivaci

y = Cye"—Cye ™ —Cssinx + Cycosx,
= (C1e"+Cie*—C3cosx— Cysinz,

= (C1e*—Cye ®+(Cssine —Cycosx

dostavame C7 = Cy =1 / 2, C3 = C4 = 0. ResSenim daného pocateéniho problému je proto funkce

1
yzi(e’”—l—e_”‘):coshx, zeR.

Priklad 6.4. Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice

4y" — 8y’ + 5y = 0.

Resend. Charakteristicka rovnice 4A\? — 8\ + 5 = 0 mé dvojici komplexné sdruZenych kofentt A; o = 1 & %z

Pozadovand linedrné nezdvisla feseni tedy jsou tvaru y; = e“cos 3, y2 = e”sin g, a odtud plyne obecné
feseni
v x . T
y=e Clcos§+C'gsm§ , Cy, Cy eR.

Priklad 6.5. Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice

y® +2" +y=0.

Reseni. Charakteristickou rovnici A* + 202 + 1 = 0 fesime napi. substituci \> = z a obdrzime dvojici
dvojnésobnych komplexné sdruzenych ¢isel A; o = 4, A3 4 = —i. Odtud y; = cosz, y» = sinz, y3 = xcosz,
Y4 = xsinx, a obecné Teseni je tedy tvaru

Yy = (01+CQ$)COSJI+(C3+C4JI)SH11‘, Cy, Cy, C3,CLeR.

Priklad 6.6. Urcete feSeni pocatecéniho problému

y/, + w2y =0 (w#0), y(0) =1, y’(O) =0.

Reseni. Charakteristicka rovnice A? + w? = 0 ma feSeni \; » = +iw, tedy y1 = coswz, y2 = sinwz. Obecné
FeSeni pak ma tvar
y = Cy coswz + Co sinwz, Ci, Cy eR.

Dosazenim pocateénich podminek uré¢ime C; = 1, Cy = 0, tj. hledané feseni je funkce

Y = COS W, z eR.

B. NEHOMOGENNI LODRN - METODA VARIACE KONSTANT

Priklad 6.7. Urcete obecné feseni diferencialni rovnice

1

cosx’

y' t+y=
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Reseni. Rovnici fesime metodou variace konstant ve dvou krocich.

I. Vyfesime pfidruzenou rovnici homogenni
1
y +y=0.

Charakteristicka rovnice A* + 1 = 0 ma kofeny A2 = =+i, a obecné Feseni prislugné homogenni rovnice je

proto tvaru
yp = Crcosx 4+ Cosinz.

II. Reseni pivodni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru
y = Ci(x)cosx + Cy(z) sinz, Cy(z), Ca(z) =7
Abychom tyto nezndmé funkce C;(x), Cz(x) uréili, vyfesime nejprve soustavu pro Cf(x), Ch(x):

Ci(z)cosz + Ch(x)sinx = 0,
1

cosx

Ci(z)(—sinz) + Ch(x)cosz =

Tuto soustavu mizeme fesit uzitim Gaussovy elimina¢ni metody nebo Cramerova pravidla. Uzijeme-li Cra-

merova pravidla, dostavame

0 sinx
1
cosT
! _ COS T _ ! _ COS T _
Ci(z) = - = —tguz, Cy(z) = - =1,
cosr sinx cosr sinz
—sinxz cosx —sinx cosx

o
o
7]
8
(]

tj.
Ci(z) = —/ tgxdm:/_Slnxdx:1n|cos:v|+C1,
cos T
Co(z) = /dx=$+02.
Dosazenim dostavame obecné feSeni ve tvaru
y = (In]cosz|+ Cy)cosz + (z+ Co)sinz
= Cicosz+ Cysinz + cosz - In|cosx| + zsinz, C1,05 e R.

Priklad 6.8. Urcete obecné feSeni rovnice

y' — 2y +y= e arctgx.

Resend. 1. Resime piidruZenou homogenni rovnici
y' =2y +y=0.
Charakteristicka rovnice A2 — 2\ + 1 = 0 m4 dvojndsobny realny kofen A\; » = 1 a odtud
yn = Cre* + Coze®.
II. Obecné feseni ptivodni nehomogenni rovnice hledejme ve tvaru
y = Ci(x)e® + Ca(x)ze”, Cyi(x), Ca(x) =7
Soustava pro neznamé C}(z), C)(x) mé tvar

Ci(z)e® + Ci(x)ze® = 0,
Ci(z)e” + Ch(z)(1+x)e® = e arctgx.
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Odeétenim prvni rovnice od druhé mame C4(z)e® = e® arctg z, tj. C)(x) = arctgz. Dosazenim vypoc¢teného
C%(z) do prvni rovnice pak mame C](x) = —z arctgx. Odtud integraci per partes

Cy(z) = /arctgxdxz/l- arctg xz dz

1
= xwﬂgw—/ﬁﬁ%gZmegx—ng+m%+C%

i (2) / tgrdr =~ arctgx + 1/ v
) = — | zarctgrdr=——arctgz+ - [ ——
! 8 g Ty [ 12
2 1 241)-1 2 1 1
= —%arctgx—l—i/%dx:—%arctgm+§x—§arctgm+01.
Dosazenim pak mame
—a? 11 . 1 ) N
y = 5 arctg:z:+§:z:—§arctg:z:+01 e’ + xarctga:—iln(1+x)+02 ze
= C1e$+02xex+%(m2arctgx—arctgx+x—xln(1+x2)), Ci, Cy eR.

Priklad 6.9. Urcete obecné feSeni rovnice

y' 4y =

sin? z

Reseni. L. Homogenni rovnice je tvaru y” + 4y = 0 a jeji charakteristickd rovnice M +4=0mi kofeny
)\1,2 = ﬂ:2i. Tedy
yn = C cos 2z + Cso sin 2z.

IT. Obecné feSeni nehomogenni rovnice hledejme ve tvaru
y = C1(x) cos 2z + Ca(z) sin 2z, Cyi(x),Co(z) =7
Soustava pro C}(z), Cy(x):

Ci(z) cos 2z + Cy(z)sin2z = 0,
1
Ci(z)(—2sin2x) + Cy(x)2cos2x = —5—.
sin”
Reseni této soustavy uréime napt. Cramerovym pravidlem ve tvaru
1 sin 22 12sinxcosz
Cllz) = ———"=--""""=_cotgx,
(@) 2 sin’ 2 sin’z 8
(@) lcos2z 1lcos?z —sin®z 11 —sin?z —sin’z 1 1
xr = — = — = — = — .
2 2sinz 2 sin? x 2 sin? x 2sin? x
Odtud integraci
cos
Ci(z) = —/ - xdx = —In|sinz|+ Cy,
sinx
1 d 1
Cy(z) = 7/ - f —/dx:—fcotga:—m—i—Cg.
2 ) sin“z 2

Obecné feSeni:

1
y = Cy cos2x + Cosin 2z — In | sin x| cos 2z — (x + 2cotgx) sin 2, Cy, Cy €R.

Priklad 6.10. Urcete obecné feSeni rovnice

y' +y=tgx.
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6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

Reseni. I. Obecné feSeni piislusné homogenni rovnice je tvaru

yp = Crcosx + Cosinx, C1,Cy € R.

II. Provedme variaci konstant, tj.
y = C1(x) cosz + Ca(z) sinz, Cy(x),Co(x) =7

Soustava pro C}(z), Cy(x):

Cl(z)cosz + Cy(z)sinx = 0,
Ci(z)(—sinz) + Ci(x)cosz = tgx.
sin? 2 1—cos?x
Ci(z) = =— =cosT — ,
cos T cos T cos T
Ci(z) = sinz.

Nejprve ukazeme zpiisob vypoétu [ Colsm

t =sina (tj. dt = cosz dx; navic cos?x = 1 —sin® z = 1 — ¢?). Odtud

/ dz _/ dt
cosz ) 1—1t2"

Integrand druhého integralu rozlozime na parcialni zlomky:

dz. V souladu s goniometrickymi substitucemi zavedeme substituci

1 1 A n B
1-t’

1—2 (1+H1—t) 1+t

pfi¢em# po vynésobeni 1 — ¢2 obdrzime rovnost
1
1=A1-t)+B1+t) = A:B:§.

Pokracujeme tedy v integraci a mame

/ dt _1/ dt 1 dt 1ln‘1+t‘ L '1+sinx
1—t

1—¢2 2

1+t+2 1—¢t 2

n
2

1 —sinx

(integracni konstantu prozatim nepiSeme).
Ziskany integral upravime rozsifenim citatele i jmenovatele vyrazem 1 + sin x, tedy na zékladé vlastnosti
logaritmt dostavame

dz 1, |14sinz| 1. |(1+sinz)?| 1 1+sinz)’ 1+sinz
:—lni.zflningln _— :1117.
cosx 2 1 —sinx 2 1 —sin“zx 2 cosx cosx
Proto
1 1 i
Ci(z) = /cos:z:dx—/ dz =sinz —In 1Sy + Ch,
CcoS T CoS T
Cy(x) = /sinxdx:—cos:z:+02.
Dosazenim C(z), Co(x) mame
1+ s
y=Crcosx+ Cosinx — cosxIn Stsmw , C, Cy eR.
cos T
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6. Linedrni ODR, n-tého fadu Resené piiklady

C. NEHOMOGENNI LODRN - METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU

Priklad 6.11. Naleznéte obecné feSeni diferencidlni rovnice

y' — 2y + 2y = 2z.

Reseni. Uvedena rovnice je nehomogenni linearni diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty a
pravou stranou f(x) = 2.

I. Resime piidruzenou homogenni rovnici
vy —2y +2y=0.

Protoze charakteristickd rovnice
A —204+2=0

ma dvojici komplexné sdruzenych kofent A\; = 1 + 4, Ao = 1 — ¢, odpovidajici linedrné nezavisla feseni této
homogenni rovnice jsou y; = e” cosz, y2 = €*sinx. Odtud

yp = Cre" cosx + Co e” sinz, Cy, Cy €R.

I1. Jezto fesime diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty, jejiz prava strana je f(z) = 2z, tedy polynom
1. stupné, k nalezeni néjakého partikularniho feseni y, dané rovnice lze pouzit metodu neurcitych koeficienti.
Partikuldrni feseni y, dané rovnice budeme hledat ve tvaru

yp = Ax + B, A, B ="
Opakovanou derivaci ¥, a naslednym dosazenim do feSené rovnice dostavame
0—2A+2(Ax + B) = 2z, tj. 2Az —2A+ 2B = 2x.

Porovnanim koeficienttt u mocnin z! a 2° pak vypocteme A =1, B = 1. Odtud tedy y, = = + 1.
Obecné feseni y dané nehomogenni rovnice je pak tvaru

Yy=yn+yp=Cre"cosx + Cye’sinx +z +1, Cy, Cy €R.

Priklad 6.12. Naleznéte obecné feseni rovnice

Yy’ +y=2sinz.

Resend. 1. Charakteristické rovnice mé v tomto ptipadé tvar
M +1=0,
a tedy komplexné sdruzené kofeny \; =4, Ay = —i. ReSeni pfislusné homogenni LODR2 je proto tvaru
yp = Crcosz+ Cosinzx.
II. Nalezneme y,. Protoze pravé strana f(z) = 2sinz, navrhneme predbézné tvar pro y, jako
Acosx + Bsinz.
Oba tyto cleny jsou vSak obsaZeny v tvaru pro yj, a proto cely piedpokladany tvar pro i, nasobime faktorem

x: tedy
yp = x(Acosz + Bsinx) = Azcosz + Brsinz, A, B="
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Nyni jiz y» a y, nemaji spolecny zadny clen, tedy tento tvar je definitivni. Déle
y;, = Acosx — Axsinx + Bsinz + Bxcoszx,

takze
y;’ = —2Asinx — Axcosx + 2B cosx — Bxsinx.

Dosazenim vyjrazt pro y;' a 7yp do fesené rovnice dostaneme
—2Asinz 4+ 2B cosx = 2sinx.
Tedy A = —1, B =0 a hledané partikularni feSeni ma tvar
Yp = —TCOST.
Pak obecné feseni je tvaru

Yy=yn+yp=Crcosz+Cosinz —xzcosz, Cp, Cz €R.

Pi#iklad 6.13. Reste rovnici
y// +4y/ +4y _ 26—2z .

Resend. 1. Homogenni rovnice
y'+ 4y +4y =0

maé, charakteristickou rovnici A% + 4\ + 4 = 0 s dvojnasobnym kofenem A2 = —2. Tedy
yp = Cre 2 4 Coze 2,

II. Pristoupime k uréeni y,. Protoze f(z) = e~ 2% budeme Fedeni yp predpokléddat nejprve ve tvaru y, =
Ae~2% Tento ¢len je viak obsazen v y;, jako C e~ (oznadeni konstanty zde neni podstatné). Vynasobime
proto tento tvar faktorem z, ¢imz dostavame Az e~2%. I tento vyraz je viak zahrnut v y;, (jako Cyxe™2%).

Opakované nasobeni x dava
yp = Az?e™?, A=

Teprve toto vyjadieni y, lze povazovat za konecné (tento €len jiz neni soucasti y;,). Odtud derivaci dostavame
Yy, =2Aze " —2Az% e = A(2x — 22%) e” ",
Yy = A2 —4x) e > — 242z — 22°) e > = A(2 — 8z + 42”) e,
Dosazenim y,, y,,, ¥, do dané rovnice mame
A2 — 8z +4x?) e + 4A(2z — 22%) e 4 dxP e P = 2077,

Po zkraceni nenulovou funkci e~2* méame
A2 -8z +42? + 8z —8x2 +42®) =2 tj. 24=2, A=1.
Odtud y, = 22 e72% a obecné feseni je tvaru

yzyh—l-yp: e_2x(01+02.73+l'2), C1,CQER.

Priklad 6.14. Naleznéte obecné feSeni diferenciilni rovnice

y" — 4y + 4y =22+ >* — cos 2z.

Resend. Jedn4a se o nehomogenni linearni diferencialni rovnici 3. fadu s konstantnimi koeficienty a pravou
stranou f(x) = 2z + e2* — cos 2.
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I. Nalezneme feseni homogenni rovnice
y/// o 41,/// + 4y/ —0.

Charakteristickou rovnici
A 4N 4N =0

fesime vytknutim A\ a dostdvdme realné kofeny A\; = 0, Ao3 = 2. Tedy y1 = 1, y2 = €27, y3 = xe?® a odtud
yp = C1 + Cae®® + Cyze®.

II. Protoze f(x) = fi(x) + fo(x) — f3(x), kde fi(z) = 2z, fo(x) = €2, f3(x) = cos2x, lze pomoci
principu superpozice Fesit danou rovnici postupné s pravymi stranami fi(x), fa(z), f3(z), éimz obdrzime
partikulérni YeSeni vy, , Yp,, Yps- Hledané partikuldrni feseni vy, pak bude tvaru y, = yp, + Yp, — Yps-

a) Hledame partikuldrni feSeni y,, diferencidlni rovnice
y/// o 4?// + 4y/ — 2%

s pravou stranou fi(z) = 2z. K tomuto téelu pouzijeme metodu neurcitych koeficientti. Jezto f1(z) je po-
lynom 1. stupné, zkusime piedpokladat hledané feSeni ve tvaru y,, = Ax + B. Je ovSem snadné vidét, ze
druhy ¢len tohoto tvaru (totiz konstanta B) je obsazen v feSeni y;, (zde vystupuje jako €len také konstanta,
oznacend jako C7). Proto tento tvar vynasobime x a dostdvame

Yp, = z(Ax + B) = Az® + B, A, B ="

Ponévadz Az? ani Bz jiz nejsou soucésti vy, 1ze tento tvar povazovat za spravny. Derivaci dostdvame
y]'91 = 2Ax + B, ygl =2A, y]';i =0.

Dosazenim pak mame

0 —8A + 4(2Ax + B) = 2z, tj. 8Ax —8A 4+ 4B = 2.

1

Porovnanim koeficient u z! a 2° pak dostavame A = %, B = % Tedy

b) Hleddme partikularni feSeni y,,, diferencialni rovnice

y/// _ 4y// + 4y/ _ e2ac
s pravou stranou fo(x) = e**. Opét miizeme vyuzit metody neuréitych koeficientti, protoze fo(z) = e*®.
Hledané feseni tedy zkusime predpokladat ve tvaru y,, = Ae*®. Tento ¢len je vSak obsazen v yj, jako C; €**.
Vynésobime-li tento tvar faktorem x, dostdvame Axe?®. I tento vyraz je ovSem zahrnut v feseni y;, (jako
Cox €**). Opétovné néasobeni x dava
Yps = Az? e, A =7

Teprve toto vyjadfeni lze povazovat za konetné (dany ¢len jiz neni soudasti yp). Derivaci tohoto tvaru
a naslednou tpravou postupné dostavame

y;/)2 — A(QI eQm + x?zeZm) — 2A($2 + Jf) e?x’
yr, = 2A[(2x+1)e* + (2 + x)2e%x] = 2A(22% + 4z + 1) €*°,
Ype = 2A[(4z +4) e?® + (222 + 42 + 1)2e%®] = 4A(222 + 62 + 3) &>*.

Dosazenim mame

4A(22% + 62 + 3) " — 8A(22% + 4x + 1) e + 8A(z? + z) = &*.

2x

Po vykraceni e°* a vytknuti neznadmé A na levé strané dostédvame A = i. Tedy

L o

2x
Yp, =— <L €.
D2 4

UM FSI VUT v Brné 48



6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

c) Hleddme partikularni feSeni y,, diferencidlni rovnice
y" — 4y” + 4y = cos 2z

s pravou stranou f3(z) = cos2z. Podle metody neuréitych koeficientti 1ze hledané feseni pfedpoklddat ve
tvaru
Yps = Acos2x + Bsin 2z A, B="

Vsimnéme si, Ze tentokrat nemusime tento tvar nésobit x, nebof zadny ze séitanct se v y; nevyskytuje.
Derivaci dostavame

Yy, = —2Asin2x + 2B cos 2, yl!l = —4Acos2z — 4Bsin2z,
Yy = 8Asin 2z — 8B cos 2.

Dosazenim mame
8Asin2x — 8B cos2x + 16 A cos 2x + 16 B sin 2x — 8 A sin 2z + 8 B cos 2z = cos 2z,

16B sin 2z + 16 A cos 2o = cos 2.

Porovnanim koeficientii u sin 2z a cos 2z pak dostavame B =0, A = 1—16. Tedy

1
Yps = g COS 2z.

Hledané partikularni feSeni y, dané rovnice je proto tvaru

= — —}2 _ 722x_i 2
Yp = Yp1 + Yps Yps = 1T +2x+4x e TG cos 2w

a pro obecné feseni y této diferencidlni rovnice pak plati

1 1
y=yn+y,=C1 + Oy e 4+ Cyze®® + ix (a:+2—|—:1:e2x) — Ecos%?, Cy, Cs, C3 € R.

Priklad 6.15. Naleznéte obecné feSeni

y" — 4y — 2y = cosh 2x.

Reseni. 1. Homogenni rovnice 3" — 3’ — 2y = 0 m4 obecné feseni
yp = C1 €% + Cre™®.
II. Pravou stranu f(z) piSeme ve tvaru

1 1
f(z) = cosh2x = §e23’ + 3 e 2,

a)fi(z) = 1 e?*, odkud y,, = Aze?*, A =? Vypoitem Yp, = A(L + 2z) e, Yp, = A4+ 4z) e2®
a dosazenim do rovnice

1
"o Q= = e2w
Y Y Y B
méme 34 =1, tj. A={ ay, = tze.
B)fg (z) = 2 e72%, odkud y,, = Ae™?*, A =7 Protoze Yy, = —2Ae ¥y = 4Ae % dostavame po dosazeni
0

y// _ y/ _ 2y —_ %e—Qx,
, 5. A= % a Yp, = %e_zm. Obecné feseni dané rovnice je pak tvaru

1 1
Y=Yn+ Yp, + Yp = C16** + Coe™" + gzce% + ge’”, Cy, Oz € R.
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6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

Priklad 6.16. Nalezndte obecné feseni

2y” + 5y = cos? z.

Reseni. 1. Homogenni rovnice 2y” + 5y’ = 0 m4 obecné feseni

yh201+02675z/2, Cy, Cy €R.

IL f(z) =cos?’z = § + 3 cos 2z, tedy:
1

a)fi(r) = 3, odkud y,, = Az, A =7 Vypocteme y,, = A, y, =0 a dosazenim do

1
2// 51:7
y oy =g

mémeSA:%,tj.Azl—lo aYp, = 19
b)f2(z) = %cos 2z, odkud y,, = Acos2z + Bsin2x, A,B =? Vypoctéme y, = —2Asin2x + 2B cos 2z,
Yy, = —4Acos2x — 4B sin 2r a dosazenim do
1 / 1
2y" + 5y = §cos2x
méame A = — 411, B = 15@ a Yp, = —4—11 cos 2z + %4 sin 2z. Obecné feSeni dané rovnice je tedy tvaru

_ T 1 5
Y=Yn+Yp, +Yp, = C1+Cae 5z/2+ﬁfﬁcoslp+ﬁsm2x, Cy, Cy e R

Priklad 6.17. Naleznéte obecné feseni

Y +y —2y=+ver —2e" +1.

Reseni. 1. Homogenni rovnice y” + ' — 2y = 0 m4& obecné feseni
yh:Cle”—i—Cbe_h, Cy, C € R.

II f(x) =Ve* —2e® +1=e2 —2e” + 1

a)fi(z) = e?, odkud y,, = Ae?, A =7 Dale Yy, = Ae?, Yy, = 1Ae? a dosazenim do

1
2

z
2

vty —2y=ce
méme A = fg, tedy yp, = f%\/ ev.
b) f2(z) = —2e”, odkud y,, = Ave”, A =? Déle y,, = A(1 +z)e”, y,, = A(2+ x)e”, tedy dosazenim do

x

y//+y/_2y:_2e

£ _ 2 _ 2 T
mame A = —3, proto y,, = —3re’.

c)fs(x) = 1, odkud y,, = A, A =? Protoze y,,, =y, = 0, dosazenim do

y' +y —2y=1

dostavame A = —%, tedy yp, = —%. Hledané obecné feseni je pak tvaru
x —2x 4 2 T 1
Y=UYn+Yp, +Up, +Up; =C1" +Cse —g\/em—gxe — 3 Ci1, Cy € R.

Priiklad 6.18. Urcete feSeni pocateéniho problému

y' +y=sinwz (w>0), y(0) =0, '(0)=0.
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Reseni. 1. Obecné feseni homogenni rovnice y” +y = 0 je tvaru
yp = Crcosz 4+ Cosinz, Cy, Cy €R.

II. f(x) = sinwz; pfi tvaru pro y, je tfeba rozlisit piipad w =1 a pfipad w # 1.

a) Je-li w = 1, pak f(z) = sinz, tj. y, = Arcosz + Bxsinz, A, B =? Zcela analogickym postupem jako

v pfikladu 6.12 ur¢ime obecné feseni jako y, = —%x cos .
b) Je-li w # 1, pak y, = Acoswz + Bsinwz, A, B =7 Déle urcime y;, = —Awsinwz + Bw coswz, y;,’ =
—Aw? coswr — Bw?sinwz a dosazenim do dané rovnice mame A =0, B = ﬁ, tj.
1 .
Yp = —— sinwz.
Pl — w2

V prfipadé w =1 je tedy obecné feseni tvaru
) 1
y:C'lcosa:—i—C’gsmaU—5;10(:05:107 Cy,CeR
a dosazenim pocate¢nich podminek dostavame Cy = 0, Cy = %, tedy funkce

1
yzi(sinm—xcosx), reR
je hledané partikulérni feseni.
V piipadé w # 1 je obecné feSeni tvaru

2

1
y:C’l(:osac—i—Czsingv—i—lisinumv7 C, Cy e R.

Dosazenim pocatecnich podminek dostavame C7 = 0, C2 = — 1=, tedy hledané partikularni feseni je tvaru

1
ﬁ(wsinx—sinwx), z €R.

b=z

D. AprLikacE LODRN

Priklad 6.19. (Kmitani hmotného bodu) Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m, na ktery pusobi sily
Fy, Fy, F3. Sila F je pritom tmeérna vychylce y z rovnovazné polohy y = 0 a pusobi proti sméru vychylky,
sila F5 je timérna rychlosti bodu a sila F3 je vnéjsi periodicky se ménici sila. Urcete pohybovou rovnici
daného bodu.

Resend.
a) Harmonické kmitani. Necht na hmotny bod pisobi pouze pruzinova sila F; = —ky, k > 0. Podle
druhého Newtonova zékona je pohyb bodu popsan diferencialni rovnici

nebo-li .
i+ wiy =0, wS:E>0. (6.1)

V dynamice se konstanta k nazyvéa tuhost pruziny a pohyb popsany rovnici (6.1) vlastni netlumené kmitdni
(nebo také harmonické kmitdni). Rovnice (6.1) je homogenni LODR2, pii¢emz jeji charakteristickd rovnice
je tvaru

M4+wd=0.

Odtud dostavame kofeny A\; o = tiwg. Obecné feseni rovnice (6.1) je pak tvaru

y = C1 coswot + Cq sinwyt = C'sin(wot + @) ,
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kde Cy, C2 € R (resp. C > 0, —7 < ¢ < ) jsou konstanty dané poc¢ate¢nimi podminkami pohybu. Pozna-
menejme, ze obé vyjadieni obecného Feseni jsou ekvivalentni, a to na zakladé vztahu

C1 = Csinp, Cy=Ccosyp.

Harmonicky pohyb byva obvykle popisovan pomoci vztahu obsahujiciho konstanty C, ¢, ptfi¢emz C je
amplituda, ¢ fazovy posun a wy kruhova frekvence. Veli¢ina T = 27 / wo pak udava dobu jedné periody
pohybu.

Je-li nyni bod na poc¢atku pohybu v poloze 1y a ma nulovou poc¢atecni rychlost, pak realizujeme poc¢atecni
podminky y(0) = yo, 9(0) = 0. Odpovidajici partikuldrni feSeni ma tvar y = yo coswot (viz obr.6.1).

I\
Yo 1y = Yo cos wot

Obr. 6.1: Harmonické kmitani

b) Tlumené kmiténi. Je-li pohyb hmotného bodu brzdén dalsi silou Fy, kterd je imérnd rychlosti bodu
(tj. Fo = —ly, I > 0), pak diferencialni rovnice pohybu je

v o )k !

§+2by +wgy =0, wo = b:%. (6.2)
Pohyb popsany rovnici (6.2) se nazyvéa vlastni tlumené kmitdni. ReSeni ziejmé zévisi na kofenech charakte-
ristické rovnice

M 20N+ wi =0, (6.3)
které uréime jako A\; o = —b £ /b2 — w?. Dostavame tedy tii kvalitativné odlisné piipady:

i) Je-li b > wp, pak rovnice (6.3) ma dva rizné reélné kofeny \; < 0, A2 < 0, a obecné FeSeni rovnice (6.2) je
proto tvaru

y=0C eMt 4 Cpetet (tzv. nadkriticky utlum) .
Volime-li poc¢ate¢ni podminky y(0) = yo, y(0) = 0, pak dostdvame partikuldrni FeSeni
Yo Aot A1t
= A et — Aget
Yy )\1 — AQ( 1 2 ))
znazornéné na obr. 6.2.
Y
Yo i

— Yo
= 3=

()\16)\2t _ )\QGAlt)

Obr. 6.2: Nadkriticky utlum

ii) Je-li b = wy, pak obecné FeSeni rovnice (6.2) je tvaru
y = e Oyt + Cy) (tzv. kriticky dtlum) .
Pfi pocateénich podminkach y(0) = yo, 9(0) = 0 dostavame FeSeni
y =yoe (1 +wot),

znazornéné na obr. 6.3.

UM FSI VUT v Brné 52



6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

Y
Yo 1

= yoe “ot (1 + wot)

T
Obr. 6.3: Kriticky utlum

iii) Je-li b < wp a oznacime-li w1 = /w3 — b2, je obecné Feseni (6.2) tvaru
y = e (O coswit + Cysinwit) = Ce Y sin(wit + )  (tzv. oscilatoricky dtlum) .

Perioda T = 27 /w; je pFitom nyni delsi nez u netlumeného kmiténi. Volime-li opét y(0) = yo, §(0) = 0, pak
dosazenim téchto podminek do obecného feseni lze konstanty C, ¢ specifikovat pomoci vztaht
b
C’cosgo:yi7 Csinp =1yp.
wi

—bt

Uvedené vyjadieni pro y je tedy rovnici harmonického pohybu, kde amplituda C'e™"" je funkci casu a s ros-

toucim Casem klesa (viz obr.6.4).

Sl

) e

yo=sin(wit+¢p) .

Obr. 6.4: Oscilatoricky ttlum

¢) Vynucené kmitani. Ptsobi-li nyni na pohyb hmotného bodu periodicky se ménici sila F3 = Psinwt,
pak tento pohyb nazyvame vynucengm kmitdinim. Pro netlumené vynucené kmitani tedy plati diferencialni
rovnice

P

. 2 .

- t. 6-4
YT Wy S w ( )

Reseni této nehomogenni LODR2 lze nalézt snadno metodou neuréitych koeficientti. Pifslusnad homogenni
LODR2 je rovnice (6.1), a odtud podle pfedchazejici ¢asti

yp, = Csin(wot + ) .
Pro w # wo predpoklddame partikularni feSeni y, ve tvaru
yp = Acoswt + Bsinwt, A, B="
Po dosazeni derivaci

Up = —Awsinwt + Bw coswt, ijp = —Aw? cos wt — Bw? sin wt
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do (6.4) dostavame
P
A(—w? + wd) coswt + B(—w? + wd) sinwt = — sinwt .
m

Porovnéani koeficienti:

coswt: A(-w?+wd)=0 = A=0,
sinwt: B(—w?4wi) =L = B= W.
0

Odtud pro w # wy dostdvame Feseni (6.4) ve tvaru

Yy =yn +yp = Csin(wot + ) + Bsinwt, (6.5)
kde konstanty C, ¢ jsou diny poc¢atecnimi podminkami a
P

B=——5——. (6.6)

m(wg — w?)

Pro w = wq (pfipad tzv. rezonance) je t¥eba vySe navrZeny tvar pro yj, nasobit proménnou ¢, a proto
predpokladame
yp = Dt coswypt + Etsinwyt, D, E ="
Odtud
Up = (D + Ewpt) coswot + (—Duwot + E) sinwyt,
iip = (—Dwit + 2Fwq) coswot + (—2Dwy — Ewdt) sinwpt

a po dosazeni do (6.4)
P
(wagt + 2Ewyp) coswot + (—2Dwg — Ew%t) sin wot + wg [Dt coswot + Etsinwgt] = — sinwyt .
m

Odtud tpravou a porovnanim koeficientt dostavame £ = 0, D = —P / (2muwp). Pro w = wy je tedy FeSeni
tvaru

P
= (C'si t _
y=Cin(wnt +¢) = 5o

Vsimnéme si, Ze toto feseni (popisujici pfipad w = wp) je neohrani¢enou funkci, a to na rozdil od vztahu
(6.5) (popisujiciho p¥ipad w # wp). Zavislost B na w je podle vztahu (6.6) zndzornéna na obr. 6.5 jako tzv.
rezonancni krivka.

t coswot .

Bj

Obr. 6.5: Rezonanéni kiivka

Snadno se presvéd¢ime, ze diferencidlni rovnice pro vynucené tlumené kmitdani je tvaru
. P
y+2by+w§y = —sinwt.
m

Analyzu feSeni této rovnice lze promyslet analogicky, jak jsme ucinili v pfedchéazejicich pripadech.

Priklad 6.20. (Matematické kyvadlo) Méjme kulicku o hmotnosti m zavéSenou na nehmotném a
neroztazitelném vlakné délky [. Popiste pohyb kulicky, pficemz tento pohyb vyjadrete jako funkci okamzité
thlové vychylky ¢ v zavislosti na Case t, tj. ¢ = @(t).
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mg

Obr. 6.6: Matematické kyvadlo

Reseni. Gravita¢ni silu rozlozime do sméru teény a normadly. Jeji slozka ve sméru normdly neptisobi, protoze
vlakno je neroztazitelné. Slozka gravitacéni sily ve sméru teény je —mgsin ¢ (ptsobi proti sméru vychylky).
Dale predpokladejme, ze odpor prostiedi je zanedbatelny. Podle obr. 6.6 je s = Iy, tedy § = ¢, a odtud podle
druhého Newtonova zakona plati
mlp = —mgsin p,
nebo-li
sb-i—%simp:O. (6.7)

Tato rovnice je nelinearni ODR2, a je proto tieba ji fesit numericky. Dobrou informaci o pfiblizném chovani
feseni nam vsak muze dat i metoda rozvoje feSeni do mocninné fady.
Pro ilustraci této metody dopliime rovnici (6.7) o poc¢ateéni podminky

~

které zachycuji skuteénost, ze poc¢ateéni vychylka kyvadla je w/4 a kyvadlo je uvolnéno s nulovou poéatecéni
rychlosti. Hledejme TeSeni ¢ ve tvaru fady

:Zaktk:a0+a1t+a2t2+..., ap ="7.
k=0
()
Protoze ap = WT(O), dostdvame ag = w/4, a3 = 0. Dosazenim ¢ = 0 do rovnice (6.7) mame $(0) =
—9sinp(0) = —¥sinf = 95(7 tj. ag = g‘f Derivovanim rovnice (6.7) podle t pak obdrzime vztah

©® + 9(cosp)p = 0, tedy ©3(0) =0, tj. ag = 0. Opakovanou derivaci dostdvame
9 . . .
oW+ 7 [(=sin@)g® + (cos p)¢] =0,

tedy ¢ (0) = —9(cos 0(0))p(0) = %, tj. ag = %. Tento postup je k dosazeni vétsi presnosti mozné dale
opakovat. V nasem pfipadé plati nahrada
T g\[ 2

~ 4
A0k iy +48&2'

Poznamenejme jesté, ze uvazujeme-li pouze malé vychylky ¢ od vertikalni osy, lze provést tzv. linearizaci a
tuto nelinedrni rovnici nahradit na zékladé vztahu (sin¢) /¢ — 1 pro ¢ — 0 rovnici

g
2o =0
lSD )

coZ je homogenni linearni ODR2 s konstantnimi koeficienty. Jeji obecné feseni je tvaru

= (4 cos ﬁt + Oy sin \/§t

pficemz po dosazeni pocatecnich podminek dostdviame C = /4, Co = 0, tedy o(t) = 7 cos \/?t. Rozvojem
tohoto feSeni do mocninné fady

»+

9.2 g 4
o(t) = 4<1 ot +Et >
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ziskame blizsi predstavu o mife pfesnosti uvedené nahrady.

Priklad 6.21. (R-L-C elektricky obvod) Najdéme funkeci ¢ = i(t) popisujici zavislost intenzity elek-
trického proudu protékajiciho elektrickym obvodem (viz obr.6.7), ktery se skladd z ohmického odporu R,
kondenzatoru s kapacitou C' a civky s indukénosti L v sériovém zapojeni, je-li tento obvod pfipojen na zdroj
stiidavého napéti uw = U sinwt (U je amplituda a w kruhova frekvence).

. R
o —
O+
2 —
O_
L

Obr. 6.7: R-L-C elektricky obvod

Resend. Pislusnou diferencialni rovnici lze odvodit takto: Napéti na odporu R je podle Ohmova zdkona rovno
Ri, napéti na kondenzatoru ¢ / C, kde g je ndboj na kondenzatoru. Podle Faradayova induk¢niho zékona se v

civce indukuje napéti
di

Uin = _Liv
d dt

takZe podle druhého Kirchhoffova zakona

1 di
Ri+ 5q= —Ld—z 4 Usinwt.

Pro proud prochazejici kondenzatorem plati ¢ = dg / dt, takze derivovanim posledni rovnice dostaneme

di 1dg d?i
R—+—-—=-L—+U t
& Ca TER
nebo-li 1
Li" + Ri’ + 61 = Uwcoswt,
coz je nehomogenni LODR2 pro hledanou funkci ¢ = i(¢t). Tuto rovnici lze opét snadno Fesit metodou

neurcitych koeficienti.
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