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7. Integral pres n-rozmérny interval

Definice 7.1. Bud A = (a1,b1) X -+ X {an,by) C R™ n-rozmérny uzavieny interval a f : R” — R funkce
ohrani¢ena na A C D f. Definujme

o |[A|=(by —ai1)...(b, —a,) objem A.

o d(A) = /(b1 —a1)®+ -+ (b, — a,)? prumér A.

e Proi=1,...,nbud D; : a; = xl(-o) < scl(-l) << mgmi) = b; tzv. déleni (a;, b;).
e Pak D = [Dy,...,D,] se nazyva déleni A.
Dale postupujme néasledovné:

1. Déleni D rozlozi A na m = my - - -- - m, n-rozmérnych intervalt
_ [ (ka=1) (k1) kn—1 K
Ak17---7kn - <1‘1 y Ly Koo X ZZ?% )ax% ) y

kde 1 < k; <m; ai=1,...,n. Oznaéme tyto intervaly pro zjednoduseni A1) . . . A",
2. V kazdém intervalu AU) pro j = 1,...,m zvolme bod (tj. reprezentanta intervalu Aj) y; € AG),
3. Polozme ||D|| = max{d(A®);j =1,...,m}. |D|| je tzv. norma déleni D.

4. Nyni kazdému k € N piifadme déleni D(k) intervalu A. Posloupnost {D(k)}72; se nazyva nulova
posloupnost, kdyz || D(k)|| — 0.

5. Definujme Sy (D) = 37", fy;)|AD)|. Cislo S(D) se nazgva integralni soudet funkce f pro déleni D
intervalu A a pro danou volbu reprezentanti y;.

Definice 7.2. Rekneme, 7e ohrani¢ena funkce f je Riemannovsky integrovatelna na A a ¢islo a € R nazveme
n-rozmérny Riemannuv integral funkce f na mnoziné A, kdyz pro kazdou nulovou posloupnost D(k)
déleni intervalu A a pro kazdou volbu reprezentanti v téchto délenich plati

lim S;(D(k)) = a.

k—o0

Poznamka 7.3. Riemanniiv n-rozmérny integral f na A budeme oznacovat

n—krat

—

/f(xl,...,xn)dml...dxn, nebo také /u'/f(:z:l,...,:cn)dxl...d:cn.
A

A

Poznamka 7.4. Specialné dvojrozmérny a trojrozmérny integréal funkce f na A budeme oznacovat

/ / Aoy e / / / £z, y, 2)dadydz.
A A
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7. Integral pfes n-rozmeérny interval Studijni text

Poznamka 7.5.
1. Misto dvojrozmérny a trojrozmérny fikdme rovnéz dvojny a trojny.

2. Historickou motivaci k zavedeni vicerozmérnych integrala byl vypocet objemu téles.

Objasnéme podrobndji hlavni mySlenku konstrukce a pro ndzornost uvedme Obrézek 7.1 pro piipad n = 2.

2|
;) A
2 f (yj) =
/ Y
.yJ - - /. /
Aj VR N >
- T f/ B

Obr. 7.1: Myslenka Definice 7.1 pro n = 2

Integraln{ soucet Sy(D) piiblizné vyjadiuje hodnotu integralu z f na A. Cim je déleni D jemngjsi, tim
pfesnéji S;(D) vyjadiuje integral. Pfedpoklad konvergence posloupnosti norem déleni k nule znamena, ze
zjemiovani je rozlozeno po A rovnomérné. Cislo S #(D) pak vyjadfuje soucet objemi n+1 rozmérnych kvadra
nad délenim D s vyskami z&vislymi na volbé reprezentantti. Po limitnim pfechodu pak ziskdme objem n + 1
rozmérného télesa nad podstavou A, které je shora ohraniceno grafem funkce f.

Definice 7.6. Bud f: R" — R, Q C Df ohrani¢end mnozina. Funkce definované vztahem

0, proz e R™—Q,
1, proze€Q,

(@) = {

se nazyva charakteristicka funkce mnoziny ).
Ziejmé pro ohrani¢enou mnozinu ) vzdy existuje n-rozmérny uzavieny interval A tak, ze ) C A.
Rekneme, %e f je Riemannovsky integrovatelnd (RI) na , kdyZ funkce x, - f : R® — R je
Riemannovsky integrovatelnd na A. Pak klademe

/f(xl,...,xn)dxl...dxn:/Xn(ﬂcl,...,xn)f(xl,...,acn)dxl...dxn.
Q A

Poznamka 7.7. Definice je korektni, protoze integral z funkce f nezavisi na volbé A.

1. Existuje-li fﬂ dzy ...dz,, pak se Q nazyvad méfitelnd v Jordanové smyslu a || = fQ dz;...dz,
se nazyva mira ().

2. Pro n = 2 je mira obsah, pro n = 3 objem.
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7. Integral pfes n-rozmeérny interval Studijni text

Véta 7.8.
1. Budte 21, Q5 C R™ méfitelné mnoZiny, které nemaji spole¢né vnitini body. Pak
|91 U Qa| = Q1] + Q2]
2. Bud f spojitd na métitelné mnoziné . Pak f je Riemannovsky integrovatelna na .

3. Bud f ohrani¢end na Q a nechf pro mnozinu A vSech bodt nespojitosti f plati |A| = 0. Pak f je
Riemannovsky integrovatelna na €.

4. Necht f,g jsou Riemannovsky integrovatelné na 2 a pro kazdy bod [z1,...,2,] € Q plati f(zq,...
coyxn) < g(z1,...,2y,). Pak

/f(xl,...,xn)dxl...dxnS/g(ml,...,xn)dxl...dxn.
Q Q

Specidlng, kdyz pro kazdé [z1,...,x,]) € Q plati f(z1,...,2,) > 0, pak

/f(:cl,...,xn)d:cl...dxn > 0.
Q

Véta 7.9.

1. Necht V[z1,...,2z,] € Q plati ¢; < f(z1,...,2,) < ¢g, kde ¢1,¢0 € R a f je Riemannovsky integrova-
telnd na méfitelné mnoziné 2. Pak

1/ s/f(xl,...,mdxl...dxns@m\.
Q

2. Bud f spojitd funkce na uzaviené métitelné mnoziné . Pak uvnit¥ Q existuje bod [aq, ..., a,] € Q tak,
ze plati

Af(xl,...,xn)dml...dxn = f(ay,...,a,)|Q.

Cislo f(ay,...,a,) se nazyva stfedni hodnota f na Q a plati

1
f(al,...,an):—/f(xh...,xn)dxl...dmn.
12 Jo

Véta 7.10. Budte f; : R” — R funkce Riemannovsky integrovatelné na méfitelné mnozing Q a ¢; € R
m
libovolné konstanty, kde i = 1, ..., m. Pak funkce Y ¢;fi(x1,...,x,) je Riemannovsky integrovatelnd na
i=1
a plati
m m
/ Cifi($17 000 ,xn)dxl 0060 d.’l?n = Zci / fi(.’lil, 000y mn)dxl 500 dxn
g =1 =1 &
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8. Integral pres elementarni oblast

Definice 8.1. Mnozina 2 C R” se nazyvd elementarni oblast typu (zi,...,x,), kdyZ kazdy bod
[%1,...,2,] € Q spliiuje nerovnosti

=T, 1) = Ty = By (1, T =1 )
kde a1,as € R, a; < a a pro kazdé i =1,...,n — 1 jsou g;, h; : R® — R spojité funkce splitujici podminku
gi < h; pro vnitini body .
Bud ¢ permutace mnoziny {z1,...,z,}. Pokud v pfedchozich nerovnostech piseme o(z;) misto x;, pak
Q se nazyvé elementéarni oblast typu (o(z1),...,0(zy)).

Poznamka 8.2.
1. Misto elementéarni se téz nékdy rikd normalni.
2. Tataz mnozina mtze byt riznych typu.

3. Specidlné n-rozmérny uzavieny interval je elementdrni oblast vSech moznych typii.

Ptiklad 8.3.

1. Kruh Q = {[z,y] € R?;2% + y? < 1} je elementarni oblast typu (z,y) ale i typu (y,z). Plati Q =
(g eR%-1<2<1L,-V1-2?<y<Vi-2?}aQ={z,y] eR}-1<y<
<1,—y/1—y?2<z<1-9y2}

2. Mezikruzi Q, kde = {[z,y] € R% 1 < 22 + y? < 4} neni elementarni oblasti Zddného typu, ale Ize ji
na elementarni rozdélit.

Definice 8.4. Mnozina 2 C R™ se nazyva regularni, je-li sjednocenim kone¢ného poc¢tu elementarnich
oblasti libovolného typu, které maji spole¢né nejvyse svoje hranice.

Véta 8.5. Bud Q2 C R"™ elementarni oblast. Pak  je méritelna.

Dusledek. Kazda regularni mnozina je méfitelna.

Véta 8.6. Bud Q = [JI_, Q; reguldrni oblast, slozena z elementarnich oblasti §;, které maji spoleéné
nejvyse svoje hranice. Pak

m

/f(xl,...,xn)dxl...dxn:Z/f(xl,...,xn)dxl...dxn.
Q

i=19

i
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8. Integral pres elementarni oblast Studijni text

Vé&ta 8.7. Fubiniho véta Bud Q C R” elementarni oblast typu (z1,...,z,) a nechf funkce f je Rieman-
novsky integrovatelna na 2. Pak
as hi(z1) D=1 (@1 pooop@Brp—1)
/f X1y.e., Ty)day .. dxn/< / (( / f(xl,...,:cn)da:n)...)d:cg>dac1.
a1 gi(w1) In-1(21,..,Tn—1)

Pro typ (o(z1),...,0(x,)) plati analogické tvrzeni.

Dusledek. (Dirichletova véta) Bud Q = (ay, b1) x
funkce f je Riemannovsky integrovatelna na 2. Pak

/fxl,..., )day ... dz :7(...(7f(x1,...,xn)dxn)...)dxl.

Je-li navic funkce f(z1,.
pocitat podle vztahu

- X (@n, by) m-rozmérny uzavieny interval a necht

.., Ty) ve tvaru soudinu f(z1,...,x,) = fi(z1) - - fu(zn), pak integral lze

/fxl,..., Yz .. n:ffl(xl)dxl..---7fn(xn)dxn.

Piiklad 8.8. Spoctéte dvojrozmérny integral ([ £dzdy, kde Q je uréena vztahy z = 0,y = 0, y = 27
Q
r =2+ siny.

Reseni. Nejprve nakreslime oblast 2. Vztahy x = 0,y = 0, y = 27 urcuji piimky, které v roviné spolu s kiivkou
T = 2 + siny vymezuji obor 2. Viz Obrazek 8.1.

yi
2

12 3 z
Obr.81: Q:2=0,y =0,y =27,z =2+siny

Oblast Q je typu (y,z), ale neni typu (x,y). Nerovnosti charakterizujici obor  jako oblast typu (y,x)
jsou tvaru 0 <y < 27,0 < z < 2+ siny. Aplikujeme Fubiniho vétu.

2m [ 24siny A 2+Siny )2 L . . 2
[J2dedy=[| [ 2da dy:f[%}o 6f2+smy dy = ¢ [(4+siny +sin®y) dy =
Q 0 0 0 0
2m
:%[4y—4cosy+%yf%sin2y]o = 3T,

Piiklad 8.9. Spoctéte trojrozmérny integral [[f, y dzdydz, kde Q je urcena vztahy x,y,z > 0, 2z + 2y +
+ z < 6.

Resend. Nejprve nakreslime oblast Q. Vztahy o = 0,y = 0,z = 0,22 + 2y + 2z = 6 uréuji roviny, které

v trojrozmérném prostoru vymezuji ¢tyfstén. Viz Obréazek 8.2.
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Obr.82: Q:z,y,2>0,2x+2y+2<6

Ctyistén je oblast libovolného typu. Provedeme zapis pomoci nerovnosti. Typ oblasti zvolime (z,y, 2).

Plati0 <2 <3,0<y <3 —2,0 < 2 <6 — 2z — 2y. Nyni mzeme aplikovat Fubiniho vétu.
—xG 2x—2y 3 3—x —2z— 3 33—z

fffgydxdde—fo ( f of y dz)dy)dz = Of({ {yz}z o dy)dmz({( { y(6—2x—2y) dy)dz =

3 3—=z 3 3—z 3 a2 N2 3 o _\2
:26f(fy y2dy)dm:20f[y;(3—:v)—%}o dx:20f(36w) —(3636) dx:20f(36w) dz =
_ ;[ B-2)* ac) } _ 27

3 7
Pro 11ustra(:1 rozepiSeme jesté dany Ctyfstén jako oblast typu (y, z, x). Nerovnosti jsou tvaru 0 <y <

3 6
<3,0<2<6-2y,0<x< (6 2y—=z). Aplikace Fubiniho véty m4 pak tvar f ( f fO(G 2y=2)/2 y dx)dz)dy.
0
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9. Transformace integrala

Definice 9.1. Bud Q C R™ uzaviena a ohrani¢end mnozina. Pak Q se nazyva n-rozmérna oblast.

Definice 9.2. Bud F : R" — R"™ zobrazeni, kde F' = [f1, ..., fn], pfi¢emz f; : R - R, i =1,...,n. Necht
O* C DF je oblast a necht ke kazdému bodu [y1, ..., y,] € Q* je rovnicemi

xr1 = fl(ylv"'vyn)7

: (9.1)
Tn = fn(y1,---1Yn)
prifazen bod [z1,...,2n] = [fi(y1,-- - ¥n)s-- - fa(¥1, .-, Un)] € R™ tak, Ze plati:
a) Je-li F(Q*) =, pak Q je oblast v R2.
b) Zobrazeni F je na Q* — h(Q2*) injektivni (prosté).
c) Je-li QF C O oblast, pak F(Q7) je oblast a plati F(Q7) C Q.
Pak fekneme, ze transformaéni rovnice (9.1) transformuji oblast £ na oblast Q.
Zobrazeni F se pak nazyva transformace a determinant
of Ofn
Oy’ 77 70y
JW1,-- - 4n) = (9.2)
ofr Ofn
Oyn’ 77 ? Oyn

se nazyva Jakobian transformace F.

Véta 9.3. (Véta o transformaci integralu) Necht rovnice (9.1) transformuji oblast {2 na oblast Q*,
fi,--., frn maji spojité parcidlni derivace na Q* a pro kazdy bod [y1,...,ys] € Q* — h(Q*) plati
J(y1,...,yn) # 0. Déle necht f je spojitd na oblasti 2. Pak plati

/f(]:l, o xy)dry. . dx, =
Q

- /f(fl(yl/yn)v '7.fn(y17"'7yn)) ° J(ylv" '7y71,)dy1" dyn
Q*

Dusledek. Necht plati pfedpoklady Véty 9.3. Potom

1. pro n = 2 plati: Je-li x = fy(u,v),y = f2(u,v), pak

//f(x,y)dzdy = //f(fl(u,v),fg(u,v)) - J(u, v)dudv;
Q o

2. pro n = 3 plati: Je-li z = f1(u,v,w),y = fa(u,v,w),z = f3(u,v,w), pak

///f(x,y,z)dxdydz:///f(fl(m,w),fz(u,v,w),f3(u,v,w)) - J(u, v, w)dudvdw,
Q Q=
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Definice 9.4. Bud F : R? — R? transformace, kterd je definovana rovnicemi

z =f1(0, ) = 0cos p,
file,p) =0 05 (9.3)
y =f2(0,) = osing,
pfiemz DF = (0,00) x (0,27). Pak F se nazyvad transformace do polarnich soufadnic. Rovnice

transformuji R? na mnozinu (0, c0) x (0, 27). V§znam g, ¢ zachycuje nasledujici Obréazek 9.1.

vi [,y

-

o —
=
= \“’

x

Obr. 9.1: Polérni soufadnice

Véta 9.5. Transformace do polarnich soufadnic mé Jakobian J = J(g, ) = o.

o | cosp sing | 2 L2y
Dikaz:  J(o,¢) = _osing  ocosg = o(cos® ¢ +sin” ) = p.

Poznamka 9.6. Budte xg,y0,a,b € R, a,b > 0. Rovnice

Yy = yo + bosinp

se nazyvaji transformacni rovnice do zobecnénych polarnich soufadnic.
Jakobidn této transformace je J = J(o, ) = abo.

xr = xo + apcos p, (9 4)

Piiklad 9.7. Spoctéte dvojrozmérny integral [[ = dzdy, kde Q : 22 + y? < 2z.
Q

Regeni. Nejprve nakreslime oblast Q. Vztah 22 + y? < 2z upravime na tvar (z — 1)? 4+ y? = 1. Odtud je jiz

zfejmé, ze oblast Q je kruh o poloméru 1 se stfedem v bodé [1,0]. Viz Obrézek 9.2.

Y 2
oM
(0
2 T - 1‘%‘2 o

Obr. 9.2: Transformace do polarnich soutadnic

Existuje vice postupi, jak dany integral vypocitat. Ukazme si dva postupy.

1. zpisob TeSeni: V pripadé, ze oblast (2 je kruh nebo jeho ¢ast, je vyhodné provést transformaci do

poléarnich soufadnic. Rovnice
2?2 +y? =22

hranice oblasti pfejde transformaci v rovnici

0% cos? p + 02 sin? @ = 20cos g,

32
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tj.
0 = 2cos .

Transformaci se oblast {2 zméni v oblast 2*. Pfitom Q" : =5 < ¢ < § a 0 < p < 2cosyp. Viz Obrazek 9.2.

Pouzijeme Vétu 9.3 o transformaci. Plati

//x dxdyz//gcosgwgdgdgoz /QQCOS(deng.
Q

Q* Q*

Posledni integral dopocitame podle Fubiniho véty.

3 [ 2cosp 3 2 cos
// 0% cos  dodyp = / / 0’cospdo | dp = / |::1,)Q3 oS ap] i dp =
O e 0 “z 0
2 ™
8 4 811 4 . 3 . 2 8 3
= / gcos <pd<p:§ [cos x~smm+§cosx-smx+ 842 =§~§7r=7r.

M)

2. zpusob feseni: V nésledujicim feSeni nejprve provedeme transformaci, kterd posune stfed kruhu do
pocatku systému soutadnic. Teprve pak provedeme transformaci do polarnich souradnic. Viz Obrazek 9.3.
V tomto piipadé se vyhneme integralu z funkce cos* z, ktery vyzaduje delsi samostatny vypodet.

ol

Obr. 9.3: Posunuti a transformace do polarnich soutadnic
Chceme, aby se rovnice (x —1)2+y? = 1 zménila v rovnici u? +v? = 1. Je ziejmé, ze staci polozit u = z—1

a v =y. Odtud plyne, zZe

Jakobian této transformace je

Plati

//xdwdy://(u—i—l)dudvz//(Qcos<p+1)-gdgd<p:// 92cos<pdgdg0+//gdgd<p:
Q *

Q* Q** Q**
2w 27

Q*
/ / b 2 21
Z/QQdQ-/COS(pd(p—‘r/QdQ-/d(p: [3} -[singp}oﬂ—i— [2] ~[<p]0 =.
0 0
0 0 0 0

Definice 9.8. Bud F : R?® — R? transformace, kterd je definovana rovnicemi
Tr = fl(gvgorz): QCos p,

US fz(Qa‘PaZ): QSinSO7
Z = f3(97§0,z): 2,

(9.5)

pficemz DF = (0,00) x (0,27) x R. Pak F' se nazyva transformace do valcovych (cylindrickych) sou-

radnic.
Rovnice transformuji R® na mnozinu (0, c0) x (0,27) x R. Vyznam p, ¢, z zachycuje nésledujici Obra-

zek 9.4.
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Obr. 9.4: Véalcové sourfadnice

Véta 9.9. Transformace do valcovych soufadnic ma Jakobian J = J(g, p,2) = 0.

cos ¢ sinpp 0
Dikaz:  J(0,¢,2) =| —osing gcosp 0 | = p(cos®p + sin? ) = o.
0 0 1

Priklad 9.10. Spoctéte trojrozmérny integral [[[ zy/z? + y?dzdydz, kde Q je urcena vztahy = > 0,y >
Q

0,22 +42<1,0<2<2.

Reseni. Nejprve nakreslime oblast Q. Vztah z2? + 32 < 1 uréuje valec o poloméru 1. Viz Obrazek 9.5. Vyska
valce je dana vztahy 0 < z < 2. Omezeni x > 0,y > 0 vycleni z valce ¢tvrtinu.

Obr. 9.5:

Zjisténi, ze oblast €2 je ¢tvrtina valce nas vede k napadu transformovat danou oblast do valcovych sou-
fadnic. Ziejmé
0€(0,1),

™

pE <0a §>7
z €(0,2).

Tedy transformaci se oblast 2 zméni v kvadr Q* = (0,1) x (0, §) x (0,2). Pouzijeme Vétu 9.3 o transformaci.

Plati
/// 2y 22 + y2drdydz = ///Z\/92 cos? o + p2sin? ¢ - p dodpdz = /// 20? dodpdz.
Q ol

Q*

Integraéni obor Q* je trojrozmérny interval a proto muzeme pouzit Dirichletovu vétu 8. Navic integrand je
ve tvaru soucinu a proto pouzijeme jeji specidlni verzi.

/ H 2 81! = (2217 1« T
///ZQngdgodz:/gzd@/ dg0~/zdz—[g] [90]02[} =—.—.2=—.
0 3, 2], 3 2 3

Q- 0 0
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9. Transformace integralt

Definice 9.11. Bud F : R® — R? transformace, kterd je definovana rovnicemi

x = fi1(0,¢,¥)= pcospsind,

y = f2(0, ¢, %)= osin psin I, (9.6)
z = f3(0, p,¥)= pcos,

pricemz DF = (0,00) x (0,27) x x(0, 7). Pak F' se nazyva transformace do kulovych (sférickych) sou-
fadnic. Rovnice transformuji R* na mnozinu (0, 00) x (0,27) x (0, 7). Vyznam g, ¢, 9 zachycuje nasledujici

Obréazek 9.6.

R R

Obr.9.6: Kulové (sférické) souradnice

Véta 9.12. Transformace do kulovych soufadnic ma Jakobian J = J(p, p,9) = —0?sin®
Dikaz:
cos @ sin ¥ sin  sin cos ¥
J(0,0,9) =| —psinpsind pcospsind 0 =
pcospcosty psinpcos?d —psind

= —0? cos? psin® ¥ — p? sin? ¢ cos? ¥sin ¥ — o cos? g cos? Ysin ¥ — o sin? psin® ¥ =
= —¢?sin® ¥(cos? ¢ + sin® @) — p? cos® ¥ sin ¥ (sin® ¢ + cos? @) =
= —¢*sin® 0 — p? cos®> ¥sin) = —p%sindI(sin® ¥ + cos? ¥) = —p® sin ).

Piiklad 9.13. Spoctéte trojrozmérny integral [[[ z? 4+ y? + 2% dzdydz, kde Q je uréena vztahy z? + y? +
Q

+22<1,2>0.

Resend. Vztah z2 4 32 + 22 < 1 uréuje kouli o poloméru jedna se stiedem v poc¢atku. Protoze z > 0 je Q
polokoule. Je-li oblast  ¢asti koule, je vyhodné provést transformaci do kulovych soutadnic. Ziejmé

o€ (0,1),

¢ € (0,2m),
v

¥ e <O,§>.

Transformaci se oblast 2 zméni v kvadr Q* = (0,1) x (0,27) x (0, 5). Podle Véty 9.3 o transformaci plati

/// 2% + y? + 2%dzdydz = ///(92 cos? psin? 9 + p? sin? @ sin® ¥ + o cos? 9) - 02 sin® dodepdd.
Q*

Q
Upravime integrand a provedeme vypocet. Integracni obor 2* je trojrozmérny interval a proto muzeme pouzit
Dirichletovu vétu 8. Navic po upravé je integrand ve tvaru souinu a proto pouzijeme jeji specialni verzi.

2T

2 5
[~ cosv)g = ==
7 cosulf = 2

Plati

1 2 5 511
///Q4sin19 dodgpdd) = /94 dg-/d<p~/sin19 v = ﬁ)] o]
Q* 0 0 0 0
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10. Aplikace vicerozmérnych integrala

Véta 10.1. Bud || obsah rovinné oblasti 2 C R? (obrazce). Pak

S(Q) = 0] = // dady.
Q

Véta 10.2. Bud |2] objem prostorové oblasti 2 C R3 (té&lesa). Pak

V(Q) = = /// dady.
Q

Véta 10.3. Bud f(x,y) > 0 spojité funkce na oblasti  C R%. Pak objem kolmého valce ohrani¢eného
podstavou € v roviné zy a plochou G f je roven

V(Q, f(z,y)) = //f(x,y)dxdy.
Q

Véta 10.4. Budte f: R — R, f/, [y spojité funkce na oblasti Q C R2. Pak obsah plochy S = G f nad
oblasti €2 je roven

S(0, f(e,) =181 = [ [ 1+ (22 + (7 Pdody.
Q

Véta 10.5. Bud Q C R? oblast, o(x,y) > 0 hustota v bodé [z, y] € €2, ¢ spojita na Q. Necht m({) oznacuje
hmotnost dvojrozmérné oblasti 2. Pak plati

m(Q) = // o(z,y)dzdy.
Q

Véta 10.6. Bud Q C R? oblast, o(z,y,2) > 0 hustota v bodé [z,y,2] € Q, ¢ spojitd na Q. Necht m(£)
oznac¢uje hmotnost trojrozmérné oblasti 2. Pak

m(Q) = / / /Q o(z, y, 2)dzdydz.
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Véta 10.7. Bud Q C R? oblast, o(x,y) > 0 hustota v bodé [z,y] € £, o spojitd na Q. Pak statické
momenty rovinné oblasti () vzhledem k soufadnicovym osadm z,¥y jsou

Sa() = // yo(z,y)dzdy,
Q

Sy(Q) = // zo(z,y)dzdy
Q

Yoy

v

Poznamka 10.8. Misto slova tézisté je lépe pouzit terminu hmotny stfed. Uvedené vztahy plati totiz
za predpokladu, ze tihové pole je homogenni.

Véta 10.9. Bud Q C R? oblast, o(z,y,2) > 0 hustota v bodé [z,y] € Q, o spojita na Q. Pak statické
momenty oblasti 2 vzhledem k soufadnicovym rovindm zy, xz,yz jsou

Sy () = /Q/z/g(x,y,z)dxdydz,

Sz2(Q) = //y/g(x,y,z)dxdydz,
Q

Syz(Q) = /Q// zo(x,y, z)dedydz

vV

Véta 10.10. Bud Q C R? oblast, o(z,y) > 0 hustota v bodé [x,y] € Q, o spojita na Q. Pak kvadratické
momenty (momenty setrvacnosti) oblasti 2 vzhledem k osdm z,y, z jsou

IL(Q) = // y*o(x, y)dady,
Q

1,@) = [[ a*e(e.pizdy,
Q

I(Q) = I,(Q) + L,(9Q).
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Véta 10.11. Bud Q2 C R3 oblast, o(z,y, 2) > 0 hustota v bodé [z, y, z] € Q, ¢ spojitd na Q. Pak kvadratické
momenty (momenty setrvac¢nosti)  vzhledem k osdm z,y, z jsou

= ///Q(y2 + 2% o(z,y, 2)drdydz,
Q) = ///Q(ac2 + 2% o(z,y, 2)dzdydz,
Q) = ///Q(:zc2 +y)o(z,y, z)dzdydz.

Priklad 10.12. Uréete velikost povrchu plochy, kterd je grafem funkce f(z,y) = /1 — 22 — y2.

Regeni. Grafem funkce f(z,y) je horni polovina kulové plochy. Velikost povrchu G'f vypoéteme ze vztahu
|IGf| = ff \/1 + (f7)? + (f})?dzdy, kde oblast Q = Df je kruh 22 +y? < 1. Uréime parcialni derivace. Plati

—x

fo= ———

z /1— 22 — 2
-y

e ———

Y 1— 22 —9y?

Pii vypoctu integralu provedeme transformaci do polarnich soufadnic. Oblast € se zméni v obdélnik Q* =
(0,1) x (0, 27). Dostévame

z? y? 1 0 dody
D :// 1+ + ded ://,/7019;(1 ://7:
D] ) \/ 1222 1222 0¥ J VT2 =y Y JVie

27 1 q t?=1-¢° 0 p 1
0 ap odo = —tdt /—t t /
d / = =27 - =27 [ dt = 2m.
/ I J V1-—0? 0—1 V2
1—0 1 0

P¥iklad 10.13. Spoctéte soutadnice t&7isté télesa Q: 0 < 2z < 1 — (22 + y?). Hustota télesa je konstantni
a je rovna 1.

Resend. Téleso ) je ohrani¢eno dvéma plochami. Zdola rovinou z = 0 a zhora paraboloidem z=1— (22 +y?).

Say ()

Vzhledem k tvaru télesa 2 je zfejmé, ze xp = 0 a yp = 0. Dopocitame zp = ) . Oblast  transformujeme

do valcovych soufadnic. Plati

€ (0,1),
¢ € (0,2m),
z€(0,1—g%).

1 27 l—g
:///zdxdde:///zgdgdgodz:/(/ /ngzdgo
Q Q* 0 0 0
27r1 1
2
(/59(1—92)2 d@)dQZW/Q(1_92) de =
0

0

Il
o _

S
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1*@2

m() :///dxdydz:///gdgdapdz:/l(7( / QdZ)dgp)dg

Q*
27

:/1(/9(1—92) dap)dngw/olg(l—gQ)dg:%r[Q;—

0

Odtud plyne, Ze t7isté télesa Q je bod T = [0,0,1].
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