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5. Lokalni, vazané a globalni extrémy

Lokalni extrémy:.

Definice 5.1. Rekneme, 7Ze f : R"” — R ma v bodé a € Df:
1. lokalni maximum, kdyz 3K (a,d) C Df tak, ze Vo € K(a,d) plati f(x) < f(a).
2. lokalni minimum, kdyz 3K (a,0) C Df tak, ze Vz € K(a,d) plati f(a) < f(z).

Poznamka 5.2.
1. Lokalni minima a maxima funkce f se nazyvaji lokalni extrémy.
2. Jsou-li nerovnosti na K(a,d) — {a} splnény ostte, tzn. <, pak se extrémy nazyvaji ostré extrémy.

3. Bod a € Df se nazyva stacionarni bod, kdyz pro kazdé i = 1,...,n plati f; (a) = 0.

Véta 5.3.

1. Nechf funkce f: R" — R ma v bodé a € Df lokdlni extrém a pro kazdé i = 1,...,n existuje f; (a).
Pak pro kazdé i = 1,...,n plati f; (a) = 0, coz znamend, Ze grad f(a) je nulovy vektor.

2. Funkce f miize mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich bodech, nebo v bodech, v nichz nee-
xistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho radu.

Priklad 5.4. Urcete lokalni extrémy funkce:
a) f(z,y) =2%+y%
b) f(z,y) = Va2 +y?

¢) flz,y) =% —y>

Resent.

a) Uréime prvni parcidlni derivace f, = 2z a f; = 2y. Odtud plyne, Ze parcidlni derivace prvniho fadu
existuji pro kazdé [z,y] € R?. Ziejmé jediny stacionarni bod je bod a = [0,0] a grad f(a) = (0,0).
V bodé a nastava lokalni minimum. Viz Obrazek 5.1.

Obr.5.1: f(x,y) = 22 + y?, tj. rota¢ni paraboloid
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b) fI = \/3#342 a f, = xiry?. Parcialni derivace neexistuji v bodé a = [0,0]. V bodé a je lokalni

minimum funkce f. Viz Obrazek 5.2.
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Obr.5.2: f(x,y) = /22 + y?, tj. ,horni ¢ast“ kuzelové plochy

¢) fr =2z a f) = —2y. Parcialni derivace prvniho fddu existuji pro libovolny bod [z,y] € R? a zfejmé
jediny stacionarni bod je bod a = [0,0] a grad f(a) = (0,0). Zfejmé plati Vo # 0 : f(x,0) = 2% > 0.
Podobné Vy # 0 : f(0,y) = —y*> < 0. Z Definice 5.1 plyne, Ze f nemé v bodé a lokdlni extrém.
Viz Obréazek 5.3.

Obr.5.3: f(x,y) = 22 — 2, tj. hyperbolicky paraboloid

Definice 5.5. Bud a € Df a nechf Vi, j = 1,...,n existuje f; , (a). PoloZme

o (@) o foha (@)
Di(a) =
;:Ikwl (a') e ;lkwk (a)

Naésledujici véta ukazuje, jak lze subdeterminantt Dy (a) vyuZit k vySetieni lokdlnich extrémd.

Véta 5.6. (Sylvestrovo rozhodovaci kritérium)
Bud f: R" — R,a € Df stacionarni bod. Necht existuje d?f(a). Plati

1. Jestlize D1(a) > 0,Dz(a) > 0,...,D,(a) > 0, pak f mé v a lokdlni minimum.
2. Jestlize D;(a) < 0,Dz(a) > 0,...,D,(a)(—=1)™ > 0, pak f ma v a lokdlni maximum.

3. Necht nenastane ani (1) ani (2) a Vk = 1,...,n plati Di(a) # 0. Pak v bodé a neni lokalni extrém.

Poznamka 5.7. Nenastane-li ani jedna z mozZnosti (1), (2), (3), pak mize, ale nemusi byt v a lok4lni
extrém. V této situaci je nutno vysSettit chovani f v okoli K (a, d) podrobnéji. Viz bod 5 Algoritmu 5. Véty 5.3
a 5.6 poskytuji dobry navod jak pfi hledani lokalnich extrémut postupovat.
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Algoritmus pro nalezeni lokalnich extrému funkce n-proménnych.

1. Spocitame parcialni derivace prvniho fadu funkce f a polozime je rovny nule. Tim ziskdme systém
rovnic.

2. Uréime vSechna TeSeni a systému. ReSeni jsou stacionarni body. V nich mize, ale nemusi byt extrém.
Dale nalezneme vsSechny body, v nichZ neexistuje aspon jedna prvni parcialni derivace.

3. Spoéteme parcialni derivace druhého fadu a sestavime matici funkci f”. Uréime &iselné matice f”'(a)
odpovidajici staciondrnim bodtm.

4. Pro matice f”(a) uréime hlavni subdeterminanty Dy (a) pro k = 1,...,n a podle Sylvestrova kritéria 5.6
rozhodneme, zda v a nastava extrém.

5. Nelze-li rozhodnout podle kritéria, pouZijeme nésledovné definici extrému. Spoc¢teme f(a). Zvolime
libovolny vektor v a spo¢teme f(a+v). Pokusime se dokazat jednu z nerovnosti f(a) > f(a+v) (max),
f(a) < f(a+v) (min). Pokud se nedafi tyto nerovnosti dokdzat, zkousime volit specidlni podmnoziny
okoli bodu a. Cilem volby je ukazat, Ze na zvolené ¢asti okoli neni splnéna definiéni podminka pro
extrém, tj. dokazat, ze v a neni extrém. Podobné postupujeme v piipadé bodi v nichz neexistuje
aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.

Priklad 5.8. Vysettete lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2% + y* + 2y — 62 — 9y.

Resend. Spoéteme parcilni derivace a polozime je rovny nule.

Vznikne soustava rovnic f, =2z +y—6 =0, f; =2y + x — 9 = 0. Parcialni derivace existuji pro kazdé
[z,y] € R? a proto jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni body, které nalezneme vytesenim
vzniklé soustavy rovnic. Soustava je linedrni, muzeme tedy pouzit metod linedrni algebry.

2 1|6 . 1 29 . 1 2 9 . 1 219 . 1 01

1 219 2 1]6 0 —-3|-12 0 1|4 0 14 )
Nalezli jsme staciondrni bod a = [1,4]. Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matici f”/(a). Plati
ve = 2, foy = 1, f}, = 2. Odtud plyne, ze

rer@=(g %)

Uréime hlavni minory matice f”(a) a pouZijeme Sylvestrovo kritérium. Plati D;(a) =2 > 0 a Da(a) =
= 3 > 0. Podle kritéria nastdva v bodé a = [1, 4] loklni minimum funkce f.

Vazané a globalni extrémy.

Definice 5.9. Budte f: R"” - R, m < n, g1,...,9m : R" — R funkce. Polozme V = {z € R"; ¢g1(z) =
=0A---Agn(z) =0}

Rekneme, Ze f ma v bodé a € Df NV véazané lokalni maximum podminkou a € V, kdyz 3K (a, d)
tak, ze Vo € K(a,0) N Df NV plati f(z) < f(a).

Rekneme, %e f ma v bodé a € Df NV véazané lokalni minimum podminkou a € V, kdyZ 3K (a, d)
tak, ze Vo € K(a,d) N Df NV plati f(a) < f(z).

Vézana lokalni minima a maxima funkce f se nazyvaji vazané lokalni extrémy.

Poznamka 5.10. Podminka a € V se nazyvé vazba a rovnice g1 (z) =0, ..., gm(z) = 0 se nazyvaji vazebné
rovnice nebo téz vazebné podminky.
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Poznamka 5.11. Bud m = 1. V nékterych pfipadech lze z rovnice g(z1,...,z,) = 0 jednozna¢né uréit
nékteré xz;. Napiiklad z; = g(z1,...,%i—1,Zit1,...,Tn). Pak za x; dosadime do f(z1,...,z,) vyraz g
a dostavame funkci F(xq,...,%i_1,Tit1,---,%n), kterd ma pouze n — 1 proménnych. Uloha o nalezeni

vazanych extrému funkce f s vazbou V je tim prevedena na ekvivalentni ilohu o nalezeni lokalnich extrémi
funkce F'. V pfipadech, kdy nelze vyse uvedeného postupu pouzit, vede v fadé pripadt k feseni tzv. metoda
Lagrangeovych multiplikatoru (viz nasledujici Véta 5.12).

Véta 5.12. (Lagrange) Budte f : R — R, g1,...,9m : R” — R, m < n funkce spojité diferencovatelné

na oteviené mnoziné € obsahujici V' a necht Vz € § plati, Ze hodnost matice [%

(x)] ~jerovna m. Bud

L :R™ — R funkce definovana vztahem

L(zy,...,zy) = f(z1,.. ., 2n) + Mg1(@1, .oy Zn) + -+ Angm (21, - - -, Tp)- (5.1)

Funkce L se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty A1,..., A\, € R se nazyvaji Lagrangeovy multiplika-
tory. Necht systém m + n rovnic o m + n nezndmych

L, =0,
L =
= = 0, (5.2)
g1 = 07
Im = 0
mé feseni [ay,...,an,\),..., A0 ].
M4-li L v bodé a = [a1,...,a,] pro AJ,..., A% lokdlni extrém, pak f ma v a vazany lokdlni extrém
téhoz typu s vazbou a € V.
Nema-li L lokéalni extrém, neplyne odtud, ze f nema vazany lokalni extrém.
Poznamka 5.13.
1. Vyraz [gg? (x)} oznacuje matici o m fadcich a n sloupcich.
7 ,J
2. Podminka, 7e hodnost matice [gﬂ%(m)} ~ je rovna m znamend, ze zadnd z rovnic g;(z) = 0 neni
0]

zbytecna.
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Priklad 5.14. Vysetiete vazané extrémy f(x,y) = 6 — 4z — 3y s vazbou 22 + y? = 1.

Resend. 7 vazby nelze vyjadfit jednozna¢né zadnou proménnou. Sestavime tedy Lagrangeovu funkci
L(z,y) = 6 — 42 — 3y + Az +¢* — 1).
Spocteme parcialni derivace, poloZime je rovny nule a priddme vazebnou rovnici:

L, = —4+ 2\ =0,
L, =-3+2\y =0,

2?2492 —1=0.
Ziskali jsme tak soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych x,y, \. Tuto soustavu musime nyni vytesit. Z prvni
rovnice plyne z = % a ze druhé y = % Dosazenim za x a y do rovnice vazby dostavame

2\ 2 3\ 2
() () -
Odtud po kratké tpravé plyne A2 = 22 a tedy \ = i%.
Pro A = % dostavame x = %, y = . Ziskali jsme stacionarni bod Lagrangeovy funkce a; = [%, ].
Podobné pro A = —2 dostévame x = f%, Yy = f%. Nalezli jsme druhy stacionarni bod ag = [— ,f%}.
Nyni vySetfime nalezené staciondrni body pomoci druhé derivace Lagrangeovy funkce. Uréime druhé
parcidlni derivace a sestavime matice L”, L"(ay), L" (a3). Plati

L,,(zoA 0 > L”(m)(i 50> L“(aQ)(_O5 o >

Nyni mtuzeme pouzit Sylvestrovo kritérium.
Pro ay plati Di(ay) = 5,Dz(a;) = 25. Odtud plyne, ze L mé v bod& a; = [%, %] pro A =
minimum a podle Véty 5.12 ma f ve stejném bodé vazané lokilni minimum vzhledem k dané vazb
Analogicky pro as plati Di(az) = —5, Da(az) = 25. Odtud plyne, 7Ze L ma v bodé as = [—%, —%} pro
A= —% lokalni maximum a f ma v bodé€ ay vazané lokalni maximum. Tim je tloha vyfesena.

(SN [VY]

g lokalni
é.

Pokusme se jesté vysvétlit geometricky vyznam celé tlohy.

Grafem funkce f(r,y) = 6 — 4z — 3y je rovina v obecné poloze. Vazebna rovnice x2 + y? = 1 je rovnice
kruznice lezici v roviné xy. Hledadme tedy extrémy na kfivce, kterd vznikne prinikem valcové plochy urcené
touto kruznici s danou rovinou. Priunikovou kfivkou je elipsa. Situace je znazornéna na nasledujicim Ob-
razku 5.4. Poznamenejme jen, Zze na obrazku je zobrazena jen Cast elipsy a pouze vazané lokalni minimum.
Polohu vazaného lokalniho maxima si jisté pozorny ¢tenar dokaze sam predstavit, kdyz si dopocita z-ovou
soutadnici bodu as.)

R

Obr. 5.4: Vazané extrémy funkce f(x,y) = 6 — 4z — 3y s podminkou z2? + y? =1
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Priklad 5.15. Vysetiete vazané extrémy f(z,y) = 2? — y? s vazbou 22 —y + 1 = 0.

Resend. Lagrangeova funkce je tvaru
L(z,y) = 2° —y* + A27 —y + 1).
Spocteme parciadlni derivace, poloZime je rovny nule a priddme vazebnou rovnici

L, =2z 42\ =0,
L;:—Zy—)\z(),
2 —y+1=0.

Ziskali jsme soustavu t¥i rovnic o tfech nezndmych x,y, A. Z prvni rovnice plyne A = —x a ze druhé A = —2y.
Odtud dostavame z = 2y.
Dosazenim do vazby a kratkym vypoctem zjistime, ze existuje jediny stacionarni bod a = [—%, —%] pro
A= 2
3
Nyni vySetfime stacionarni bod pomoci druhé derivace Lagrangeovy funkce. Spoc¢teme druhé parcialni
derivace a sestavime matice L”, L' (a). Plati

L' =1"(a) = ( - >

Protoze Di(a) = 2 > 0 a Ds(a) = —4 < 0 nemé Lagrangeova funkce L podle Sylvestrova kritéria lokalni
extrém.

Pozor! Odtud ale neplyne, Ze f nema vazany extrém s danou vazbou. UkaZeme nyni, Ze f vizany extrém
ma. Budeme postupovat tak, ze iilohu o vazaném extrému pievedeme na ekvivalentni ilohu nalezeni lokalniho
extrému funkce jedné promeénné.

7 vazby vyjadiime y. Plati y = 22 + 1. Dosadime do zadané funkce. Dostaneme

F(z) = f(z, 20 +1) = 2% — (22 + 1)

Odtud F'(z) = —6z — 4. Nalezneme staciondrni bod zo = —2. Protoze plati F”/(z) = —6 < 0 je v bods
To = —% lokalni maximum funkce F'(z). Tedy funkce f(z,y) ma v bodé [—%7 —%] vazané lokalni maximum.

Definice 5.16. Bud f: R" - R, QC Df,a € Q.

Rekneme, 7e f m4 v bodé a globalni maximum na Q, kdyz Vz € Q plati f(z) < f(a). Klademe
max /() = f(a).

Rekneme, ze f ma v bodé a globalni minimum na Q, kdyz Vz € Q plati f(a) < f(x). Klademe
min () = f(a).

Hodnoty max f(€2) a min f(2) se nazyvaji globalni maximum a globalni minimum funkce f na mno-
ziné Q. Misto globélni téz fikdime absolutni.

Véta 5.17. (Weierstrasse) Bud () # Q C R" ohranicen4, uzaviend mnozina a f : R” — R spojita funkce
na Q C Df. Plati nasledujici tvrzeni:

1. f je ohranicena na €.
2. Existuji a,b € Q tak, ze Va € Q: f(a) < f(x) < f(b),
tzn. existuje min f(2) = f(a) a max f(Q) = f(b).
3. Necht min f(€) nastane v bodé a € Q. Pak f mé v a lokdlni minimum, nebo a € h(Q).

Analogicky necht max f(€) nastane v bodé a € Q. Pak f ma v a lokalni maximum, nebo a € h(12).
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1.

2.

Poznamka 5.18.

Neni-li  uzaviend, nebo ohranic¢end, pak min f(€2) a max f(€2) nemusi existovat.

Pokud min f(£2), max f(€) existuji, jsou uréena jednoznac¢né. Funkce vSak mize nabyvat téchto hodnot
obecné ve vice bodech.

Hranici mnoziny (2 lze ¢asto popsat pomoci rovnic. VySetfovani hranice tedy vede k vazanym extrémutm.

Weierstrassova véta poskytuje ndvod pro nalezeni min f(2) a max f(£2). Jak postupovat popiSeme v na-
sledujicim algoritmu.

1.

Poznamka 5.19. Algoritmus pro nalezeni globalnich extrémau.

Nalezneme lokalni extrémy funkce f a z nich vybereme ty, které lezi v €. Necht A oznacuje mnozinu
funkénich hodnot v nalezenych bodech lokalnich extrémai.

Nalezneme vézané extrémy funkce f s vazbou V = h(Q2). Necht B ozna¢uje mnozinu funkénich hodnot
v nalezenych bodech vazanych extrémi a v bodech, které jsou priniky raznych vazeb.

Necht M = A U B. Pak globalni maximum max f(Q) = maxM a globalni minimum min f(2) =
= min M.

Priklad 5.20. Uréete globdlni extrémy funkce f(z,y) = (z —1)®+ (y — 3)? na obdélniku €2, ktery je urcen
body A= [0,0], B = [2,0},C = [2,1], D = [0,1].

Resend.

1.

Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spocteme parcidlni derivace f, = 2z—2 a f, = 2y—1 a nalezneme

staciondrni bod s = [1, 1]. Matice druhé derivace je rovna f” = f"(s) = ( g g . Hlavni minory této

matice jsou kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f. Plati f(s) = 0. Tedy A = {0}.

. Hranice mnoziny 2 je tvofena ¢tyfmi tiseCkami. VySetfeni hranice h(Q) se tedy rozpadd na vyfeSeni

étyt tloh na vazané extrémy s funkci f a vazbami V3 : y =0, Vo : 2 =2, Va:y=1aVy: 2z =0.

Pozor! Pti této formulaci je zapotfebi zvlast vysetfit body A, B, C, D, které jsou pruniky rtznych vazeb.

Ulohy f,V;, kde i = 1,2, 3,4 pfevedeme na ekvivalentni tilohy nalezeni lokalnich extrému funkci Fj, kde

2 2 2

Fi(z) = f(2,0) = (z=1)" + 3, FBo(y) = f2,9) = (y—3) +1, FB3(x) = f(a,1) = (z-1)" + g,
2

Fi(y) = f0,9) = (y—3) +1.

Snadno se zjisti, Ze tloha f, V] ma vdzané minimum v bodé a = [1,0];

f, Vo ma vizané minimum v b = [2, %],

f, Va3 mé vazané minimum v ¢ = [1,1] a f,V, m4 vézané minimum v d = [0, %]
Spoc¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech. Plati f(a) = f(c) = %, f(b) = f(d) =
=f(B)=f(C)=f(D)=2.0dtud B={1,1,2}. M = {0,1,1,2}. Odtud max f(Q2) =

40
a nastava v bodech A, B, C, D. Déle min f(Q) = min M = 0 a nastava v bodé s.

f(A

1a
max M =

~—

o ||
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