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7. Soustavy ODRI1

A. HoMOGENNI sousTavy LODR1

Priiklad 7.1. Eulerovou metodou naleznéte obecné feseni soustavy

v = 21— 4y,
Yy = Y1 — 3y

Reseni. Dana soustava je soustavou dvou homogennich linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantni matici

a=(13)

Pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matice A nalezneme dvé linedrné nezavislad feSeni u;, us dané
soustavy, z nichz pak snadno zkonstruujeme obecné Feseni.
Nejprve urc¢ime vlastni ¢isla matice A, a to jako kofeny charakteristické rovnice matice A

2—-A —4

det(A—AE)zdet( 1 5y

>:)\2+/\—2:0.

Matice A tedy ma dvé rizna redlna vlastni ¢isla \; = 1, Ay = —2. Linearné nezavisla feSeni uj, uy proto
budeme pfedpokladat ve tvaru

_ Az hl _ T hl _ kl _ 2z kl
u; = € (h2 = € h2 5 U = € k‘2 = € k‘2 s

kde vektor h (resp. k) je vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu éislu A\; = 1 (resp. Ao = —2). Tyto
vektory ur¢ime jako nenulova feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic

(L)) =) O ) () =()

Rozepsanim do slozek pak mame

hy — 4hy = 0, 4k — 4ky = 0,
hy — 4hs = 0, k1 — ko = 0.

Poznamenejme, Ze obé soustavy museji obsahovat linedrné zavislé rovnice (pokud tomu tak neni, v pfedché-

zejicim vypoctu musi byt chyba). Zvolime tedy nenulova feseni hy = 4, hg = 1, ky = 1, ks = 1 a odtud
dostavame hledana linearné nezavisla feseni u;, us této soustavy ve tvaru

u_:t 4 u_—21 1
1= € 1 ; 9 = € 1 .

Obecné Teseni y dané soustavy je pak linearni kombinaci téchto feSeni, tj.
4 1
y = Y1 =Che" + s e 2 s C1,C5 € R.
Y2 1 1

Priiklad 7.2. Eulerovou metodou naleznéte feseni soustavy

1 2y, — 42,
vy = Y1 — 2y,

které vyhovuje poéateénim podminkam y(0) = 0, y2(0) = —1.
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Reseni. Tato soustava je soustavou dvou homogennich line4rnich diferencidlnich rovnic s konstantni matici

A=(13)

Vlastni ¢isla jsou kofeny charakteristické rovnice
2—-A —4 2

tedy matice A ma jedno dvojnasobné redlné vlastni ¢islo A o = 0. V tomto pfipadé budeme linearné nezavisla
feSeni uy, us dané soustavy predpokladat ve tvaru

S VI A S T W A 1 _ sz [tk _ [ itk

i =e ( ha > ( ha ) ’ vz = e ( hot + ko hox + ko |-

Vektor h je vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu ¢islu Aj 2 = 0, a je tedy nenulovym fesenim linedrni
algebraické soustavy

2— Q12 —4 hi\ (0 ti. po slogkach 2h1 — 4hy =0,
1 —2— A hy )= \o ) WP hy — 2hy = 0.
Nenulovym feSenim této soustavy linedrné zavislych rovnic (a tedy hledanym vlastnim vektorem) je napf.
dvojice h1 = 2, hy = 1. Vektor k pak déale ur¢ime jako feseni linearni algebraické soustavy

2— Ao —4 ki _ [ M . loskéch 2k — 4ko = 2,
1 =2\ ky ) T\ by )0 W-POSOERACE ok, =1
Resenim této soustavy linearné zavislych rovnic je napf. dvojice k; = 1, ko = 0. Hledan4 linedrné nezavisla
FeSeni uy, us dané soustavy jsou pak vektorové funkce

2 20 +1
u; = 1 ) U2 = T

a obecné feseni y dané soustavy je tvaru

Y—<y2>—01(1>+02( . >7 C1, C2 € R.

Partikularni feSeni, které vyhovuje danym pocatecnim podminkam, nalezneme dosazenim téchto podminek
do obecného feseni. Tedy
0 = 31(0)=2C; + Co,
-1 = y(0)=C0C,

tj. C1 = —1, Cy = 2 a hledané feseni pak dostavame ve tvaru
. Y1 . 41‘
()=

Priklad 7.3. Pomoci Eulerovy metody urcete fundamentalni matici feSeni soustavy

v = y1— 4y,
Yy = 2y1 — 3ya.

Resend. Tato soustava je soustavou dvou homogennich line4rnich diferencialnich rovnic s konstantni matici

1 —4
A= ( L ) .
Vlastni ¢isla matice A obdrzime jako kofeny charakteristické rovnice

1-A 4\ _ B
det( ) _3_)\>)\ +2X+5=0.
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Resenim této rovnice je dvojice komplexné sdruzengch vlastnich ¢isel \; = —1 + 2i, Ay = —1 — 2i. Nejprve
nalezneme vlastni vektor h matice A prislusny vlastnimu ¢islu \; = —1 + 2i. Tedy

1-—X —4 hiy _ (0 . 1 (2 —2i)hy — 4hs =0,
( 2 —3-\ > ( ha > = < 0 > G- poslozkich o) L "(To 9i)hy = 0.
Zduraznéme, Ze tyto rovnice jsou opét linedrné zavislé, coz vSak tentokrat neni ihned patrné, nebot rovnice

jsou v komplexnim nasobku (prvni rovnice je (1 —#) ndsobkem druhé). Maji tedy stejnd feSeni, a proto napt.
z druhé rovnice dostavame

2y + (=2 —2i)hy =0,  tj.  hy = (1+1i)hs.

Této rovnici zfejmé vyhovuje napf. nenulova dvojice hy = 1+ 4, ho = 1, ¢imz dostavame hledany vlastni
vektor matice A pfislusny vlastnimu ¢islu Ay = —1 + 2.
Nyni uvazujme komplexni feseni w dané soustavy ve tvaru

h 149 1+
— aAiT 1 — o(=14+29)z
w= e ( " ) e ( ! )

K nalezeni redlnych linearné nezavislych feseni uy, us této soustavy vyuzijeme vztahu w = u; + 7us, nebo-li
k urceni uy, us staci rozdélit komplexni feSeni w na redlnou a imaginarni ¢ast. K tomuto tucelu vyuzijeme
Eulerovy identity

e = cos bz + i sin bz, b, x € R.

Plati tedy

1 1
cos 7x + ¢ sin 3x + ¢ cos 2z — sin 2z
cos 2z + i sin 2x

- < e 7 (cos 2z — sin 2x) > iy < e 7 (sin 2z + cos 2z) )

W= e(HQi)I( 1—1i_l = e "l L ) = 61(0082x+isin2x)( 1+ )

— —T

e % cos2x e *sin2x

u; uz

Fundamentélni matice U(z) pak m4 ve svych sloupcich linedrné nezévisla feSeni u;, uaz, tj.

4 cos2x —sin2x sin 2z + cos2x
Ulw) = e ( cos 2z sin 2z :

Poznamenejme, Ze pokud bychom pfedchazejici tvahy a vypocty provedli pro vlastni ¢islo Ao = —1 — 24,
dospéli bychom ke stejnému zaveéru.

Priklad 7.4. Naleznéte obecné feSeni soustavy

1 2y1 — 3y2,
Yy = Y1 — 2.

Resend. Vlastni ¢isla matice soustavy jsou A\ 2 = 1. Odtud

_ hi\ _ (3 .3

we = ()=(1) - e (),
k 1

SR (k;):(1> - “QZQ_Z(

) , a tedy obecné Teseni y = ( 51 ) dané
2
soustavy je tvaru

— =

y=C’1u1+CQU2:C’1e””<:;)>+CQem(i), Cy, Cy €R.
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Priklad 7.5. Naleznéte feSeni pocateéniho problému

/
Y1 = —Ty1 + ya, 0
=2, y2(0) = 1.
y/zz—yl—yza yl( ) yz( )
Reseni. Matice soustavy ma dvojndsobné vlastni ¢islo A\; 2 = \* = —4. Pak

* hl _ 3 ]:7‘1 _ -1
v = ()= ) =(6) -
_ 3 _ 3z —1
ule4‘”<1>, uQe“( xm >,

a obecné Feseni dané soustavy je proto tvaru

y_cle4f<i’>+cge4f<3x_1 > Cy1, Cy €R.

x
Dosazenim poc¢atecnich podminek do obecného feSeni mame C; = Cy = 1, a feSeni ptislusného pocateéniho

problému je tvaru
o 6741 3.’E + 2
y= x+1 )

Priklad 7.6. Naleznéte obecné feSeni soustavy

Y1 =y
Ys = —Y1-

Resend. Vlastni ¢isla matice soustavy jsou tvaru A\; o = +i. Tedy

. . (h1> <1> m<1> (cosx) .(sinx)
)\ :+Z — — . = e ; — " +Z )
ho ) i —sinx cosS &

u u2

Odtud plyne vztah pro obecné feseni dané soustavy

CcosS T sinx
y_01<—sinm>+02(cosx>’ C1, C2 €R.

Poznamenejme, ze aplikaci pravé uvedeného postupu na vlastni ¢islo A* = —¢ bychom obdrzeli tentyz vysle-
dek.

B. NEHOMOGENNI soustavy LODR1

Priklad 7.7. Naleznéte obecné feSeni soustavy

y1 = 2y — 4y,
Yy = Y1 —3y2+ .

Resend. Tato soustava je nehomogenni soustavou dvou linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantni matici
A 2 —4
1 -3
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, 0 o e . .
a vektorem pravych stran f(z) = < . ) Danou soustavu vyfesime elimina¢ni metodou i metodou variace
konstant.

a) Elimina¢ni metoda

Soustavu prevedeme algebraickymi tpravami na jednu nehomogenni linearni diferencidlni rovnici 2. fadu
s konstantnimi koeficienty, a to s nezndmou funkci y;, nebo ys. Nejprve vylouc¢ime z dané soustavy funkci
Y1, nebo yo. Jednodussi bude zfejmé eliminovat y;, a to vynasobenim druhé rovnice dvojkou a odectenim od
prvni rovnice. Po této ipravé dostavame

Yy — 2yh = 2yo — 21.

Zbyvé eliminovat jesté funkci y;. Toho dosdhneme vyjadienim y; z rovnice, kterd neobsahuje ¢} (v naSem
pfipadé tedy z druhé rovnice), naslednym zderivovdnim a dosazenim do pfedchézejiciho vztahu. Tedy

y1 = yh + 3y2 — x, tj. po derivaci y; = yh + 3ys — 1.
Po dosazeni a tpravé dostédvame diferencidlni rovnici pro y» ve tvaru
vy +yy — 2yp = —2z + 1.

Tato rovnice je nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty a pravou stranou
f(z) = —2x 4 1. Vyfesime ji proto metodou neuréitych koeficienti.

I. Pridruzena homogenni rovnice je tvaru
" ’ o
Yo +Ys —2y2 =0
a lze snadno zjistit, Ze ma linedrné nezévisla Feseni u; = €7, us = e~ 2%, tj.

Y2, = Cre" +Cy 67230, C1, Cy eR.

II. Partikularni feseni y2, nehomogenni rovnice budeme predpokladat ve tvaru
Y2, = Az + B, A, B=?
Ponévadz yép = A, yé’p = 0, dostdvame po dosazeni
0+A—-2(Az+B)=—-2x+1

a odtud porovnanim koeficient® u mocnin z! a 2% mdme A = 1, B = 0. Tedy Y2, = T, a proto

Yo = Cre” + Cye " +x, 01,05 €R.
Zbyvajici neznamou funkci y; uréime dosazenim ys do druhé rovnice dané soustavy, tedy

yi =yh+3ys—x =01 —2Ce 2% +1+ 30 e" +3Cre 2 +3z —x
=4C e+ Coe ™2 + 22 + 1, C1,03 €R.

Obecné feseni dané soustavy tedy lze psat vektorové jako

_ Y1 _ 4 z 1 2z 2.’13"‘1
y—(y2>—01(1>e -‘1-02(1)6 —‘r( . >7 C1,Cy € R.

b) Metoda variace konstant

I. Nalezneme obecné feseni piidruzené homogenni soustavy

Y =2y — 4y,
Yy =y1— 3ye
a oznacime ho jako yn. Tato homogenni soustava je ale stejna jako soustava z prikladu 7.1, a proto miizeme

pséat
4 1
thHeI(l)JrCze”(l), C1,05 € R.
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II. V tomto kroku budeme hledat néjaké partikuldrni feSeni y, dané soustavy, které budeme pomoci
metody variace konstant predpokladat ve tvaru

yp = c1(z)e” ( ‘11 ) + co(z) e ( } > C1(z), Co(z) =?

K nalezeni ¢;(z), co(x) potifebujeme nejprve urit ¢ (z), c4(x) jako feseni soustavy U;(z)c/(z) = b(z), kde
U, (z) je fundamentédlni matice p¥idruzené homogenni soustavy. V nasem piipadé jest

4e* 727
U(LC) = ( e e—2x )

(viz krok I), tedy soustava pro nezndmé ¢} (z), ch(z) je tvaru

de*cy(x) + e 2%ch(z) = 0,
e’ci(z) + e 2 ch(z) = =z
Odectenim druhé rovnice od prvni méame
x / . 12 ]- —x
3e’c(z) = —u, tj. cl(x):fgxe .
Odtud z prvni rovnice plyne
4
e 2 (z) = ~x, tj. ch(z) = 37 e,

Uzitim metody per partes mame

1 1 . - 1 .
c(z) = —g/gce_”:dgc:—g (—xe_l—i—/e_‘dx) :ge_"‘(x—i—l)—&-cl,
4 4 /1 1 1
co(z) = g/xezﬂcdx: 3 (2xe2"’”—2/e%dx> :gezm(2x—1)+C2.

Dosazenim téchto funkci do pfedpokladaného tvaru pro y méame

y [% e_m(x—i—l)—kCl] e*

Clem( 411 > +02672m

+(21‘+1)’ Cl,CQER.

T

— =

c) Metoda neuréitych koeficientu

I. V ptikladu 7.1 jsme nalezli feseni pfidruzené homogenni soustavy ve tvaru

Yh=C1ex<11>+026_2x<})7 C1,C € R
II. Ponévadz f(x) = ( 2 ), lze yp predpokladat ve tvaru

_( Ax+ B _o
yP_(OJ?—'—D)’ A,B,C,D—.

Derivaci yp a naslednym dosazenim do dané soustavy dostadvame

A=2(Az+B)—4(Cx+ D),
C=Ar+B-3(Cx+D)+uz.

vnAng N . vviesenim pHslusng v . _ _ _
Porovnanim koeficientti u mocnin !, 20 a vyfesenim piislusné sousta ak mdme A =2, B=1, C =1,

2 1
D =0, tedy yp = ( x; )
Rychlost a naro¢nost metody neurcitych koeficientii oproti univerzalni metodé variace konstant je opét
evidentni.
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Priklad 7.8. Urdete obecné feSeni soustavy

Y, = Yo+ tglr—1,
Ya

—y1 + tgx.

Resend. 1. Pidruzend homogenni soustava byla roziesena v piikladu 7.6, odkud

cos T sinx
yh_cl( —sinx ) +02< coS T ) '

I1. Hledejme nyni obecné feSeni ptivodni soustavy metodou variace konstant ve tvaru

y:Cl(x)( cos ¥ )+02(x)< sz ) . Ci(@), Calw) =2

—sinz cosw
K uréeni C1(z), C2(z) nejprve vyfesime soustavu pro neznamé C}(z), C4(x):
cosr sinz Ci(z) \ _ [ tg?z—1
—sinz  cosz Cy(z) | tgx ‘

Pomoci Cramerova pravidla dostavame

2 2

sin” x sin” x
Ci(z) = (tg?r—1)cosz — tgasine = —cosx — = —cosuz,
cos T cos T
.3 .3
sin® sin® z
Ci(z) = cosztgr +sinz(tg?z —1) =sinz + 5= —sinz = —5—.
cos?x cos? x
Odtud pfimou integraci mame C4(z) = —sinz + C;. Druhy integral vypocteme pomoci substituce ¢ = cosx

(tj. dt = —sinzdz, sin®x = 1 — cos’z = 1 — t?). Odtud

.3 2
1—1t 1 1
Cg(x):/:g;zdm:—/ 2 dtz;—&-t—i—Cg:m—i—cosx—i—Cg.

Odtud dosazenim a tipravou mame

1 .
y = ( u ) = (—sinx+C1)( cose )+( +cosm+C2) ( St >
Y2 —Ssmx cosT coszT

. cos T sinx tgx
o Cl(—sinx)+02<cosx>+( 2 >’ C1,C2 €R.
Priklad 7.9. Urcete obecné feSeni soustavy

/ —
yi =2+ 3yz + 52 } t. b(x):< 5z )

vh =3y1+2ys + 8e” 8e®

Reseni. 1. Nejprve nalezneme Feseni y;, piislusné homogenni soustavy. Charakteristickd rovnice A2—4A—5 =0
ma kofeny A\; = —1, Ao = 5. Uréime odpovidajici vlastni vektory.

Pro A1 = —1 dostavame
3 3 hiy _(0
3 3 he ] L0 )

tedy napf. hy =1, hs = —1. Pro Ay = 5 dostavame podminky

(3 5)()

a odtud volime h; = hy = 1. Plati tedy

L1 (1
yn=Cre <_1>+02€5(1).
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II. Vektor b(z) nyni nemd slozky téhoZ typu, a proto jej rozlozime takto:

b(z) = < o ) + ( . ) by () + ba(x).

Nejprve uréime partikuldrni feseni y,, soustavy, kde je vektor b(x) nahrazen vektorem by (z). Hleddme toto

feseni ve tvaru
([ Ax+B
Y =\ cx +D )

A = 2Ax+2B+3Cx+ 3D + bz,
C = 3Ax+3B+2Cz+2D.

Dosazenim dostavame

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin x obdrzime rovnice
0=24+3C+5, A=2B+3D, 0=3A+2C, C=3B+2D,

jejichz fesenim je ¢tvefice A =2, B=—13/5, C = —3, D = 12/5. Tedy

_ 2z —13/5

Y =\ 3z+12/5 )
Nyni fe$ime danou soustavu s vektorem bo(z) misto b(x). Pfedpokldddme proto
Ae®
Yp: = Be® .

Po dosazeni mame

Ae® = 2Ae" +3Be”,
Be* = 3Ae®*+2Be* +8e”.
Po vykraceni faktorem e* snadno dostavame A = —3, B = 1, tj.

—3e”
sz = em .

Podle principu superpozice dostavame obecné feseni dané soustavy ve tvaru

TR (1 se [ 1 2z —13/5 —3e”
s= () mae (4 )ree (1)« (2205 )+ (0

kde Cl, Cy eR.

).
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