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2. Relace, zobrazeni, operace a algebraické struktury

Definice 2.1. Predpokladejme, ze mame kartézsky soucin
Al X oo X An

mnozin Aj,..., A, (ne nutné riznych); n-arni relaci potom rozumime libovolnou podmnozinu tohoto
kartézského soucinu.

Nejcastéji se setkdvame s n = 2, tzn. s binarnimi relacemi, a to zejména s pfipadem, kdy jsou pod-
mnozinami kartézského soucinu A x A téZe mnoziny A. Oznacime-li relaci R, piSeme pak

RCA X x Ay,

pfipadné R C A x A, apod.

Zde je namisté se zminit o relacnich databdzich, které strukturuji data ve formé tabulek: tyto tabulky
nejsou ni¢im jinym, nez binarni relaci R C A x B, kde A je napfiklad mnozina zaméstnancti, B mnozZina
vozidel a relace vyjadfuje, kdo s kterym vozidlem mé pravo jezdit.

Definice 2.2. Zobrazenifn neboli funkei z mnoziny A do mnoziny B pak je relace, kterd spliiuje pro
vSechna a € A a vSechna b,b € B

(a,b) eR, (a,b)eR =  b=b

Misto pak R C A X B uzivame zapisu
a misto (a,b) € R piSeme

b se potom nazyva obraz prvku a.

Definice 2.3. Vsechna a € A, pro které existuje f(a) = b (v relaénim zapisu: vSechna a, pro néz existuje
b tak, Ze (a,b) € R) tvori mnozinu, které fikdme definiéni obor zobrazeni f a znac¢ime ji Domjf. VSechna
b € B, pro které existuje a € A takové, ze f(a) = b (v relaénim zapisu: vSechna b, pro néz existuje a tak, ze
(a,b) € R) tvori mnozinu, které fikdme obor hodnot zobrazeni f a znacime ji Imjf.

Definice 2.4. Zobrazeni f: A — B, které spliiuje pro vSechna a,a € A a vSechna b € B
b=f(a), b=f@ = a=a

se nazyva injekce.

Daéle, zobrazeni f: A — B, pro néjz je mnozina vSech jeho obrazi rovna B, se nazyva surjekce.
Zobrazeni f: A — B s definiénim oborem Domjf = A, které je soucasné injekci i surjekci, oznac¢ujeme
slovem bijekce (mnozin A a B).

Definice 2.5. Inverzni relaci k bindrni relaci R C A x B definujeme jako relaci R~ C B x A vztahem
(a,b) €R — (bya) e R7L

Je-li R zobrazeni a injekce, je inverzni relace také zobrazeni (a také injekce). Nazyvadme ho inverzni
zobrazeni.

Dalsi tvahy budeme casto provadét pro ¢iselné mnoziny, a sice pro:
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e mnozinu prirozenych c¢isel N
e mnozinu celych ¢isel Z

e mnozinu racionélnich ¢éisel Q
e mnozinu realnych c¢isel R

Pfedpoklddame zde, Ze tyto mnoZiny jiz byly zavedeny (pokud nebyly korektné definovany, spokojime se
s bé&Znou intuitivni pfedstavou).

Priiklad 2.6. V pripadé bijekce kazdému prvku mnoziny A odpovida pravé jeden prvek mnoziny B; jsou-li
mnoziny A a B konecné, maji nutné stejny pocet prvki; jsou-li nekonecné a existuje-li mezi nimi bijekce,
maji také ,stejné“ prvki, presnéji fikame, ze maji stejnou mohutnost. PovSimnéme si nékterych mnozin,
které maji stejnou mohutnost jako mnozina prirozenych ¢isel N, tedy jejich prvky lze pfirozenymi cisly
oindexovat. Je to je naptiklad mnozina vSech kladnych sudych cisel

2,4,6,8,10,.. .,

mnozina vSech celych cisel Z

0,-1,1,-2,2,...,
i v8ech raciondlnich ¢isel Q, coz dokaZzeme takto: racionalni ¢islo zapiSeme ve tvaru g, kde p, q jsou nesou-
délnd, p € Z, q € N, (¢islo 0 zapiSeme %) Kazdému ¢islu % nyni pfitadime tzv. vgsku r = |p|+ ¢ a protoze je
pocet racionalnich ¢isel s konkrétni vyskou konecny, jejich oindexovani definujeme tak, Zze nejdfive vypiSeme
vSechna cisla s vyskou 1, pak s vyskou 2, atd.:

r ;
= + 4

=8 Fa
I

(Tedy. napt. a1g = %) Nekoneéné mnoziny se stejnou mohutnosti jako N se nazyvaji spocetné (mnoziny
koneéné a spocetné se dohromady oznacuji terminem nejvyse spocetné).

Priiklad 2.7. Existuji vSak i mnoziny, které maji nekoneéné mnoho prvki, ale bijekce s pfirozenymi ¢isly
neexistuje. Takové mnoziny nazyvame nespocetné. DokéZeme nyni, Ze mnozina vSech realnych cisel R je
nespocetna. Staci ovsem, kdyz dokdZeme, Ze je nespocetné néjaka ¢ast mnoziny R, tedy napt. interval [0, 1).
Predpoklddejme opak, tzn. Ze vSechna ¢isla z intervalu [0, 1) lze néjak uspofadat do nekoneéné posloupnosti

a; = 0, a11a12013014 ...Q1p - - -
a9 — 0, 1921022023024 . ..A2p - . .
as = 0, a31a320a33034 . ..Q3p - - -

a4 = 0, 41042043044 - ..QA4p - - -

an =0,0,10,20,3004 - - - Qppy - - -

(kde a;x je k-t4 cislice v desetinném vyjédfeni ¢isla a;). Sestrojme nyni ¢islo b = 0, b1babsby . .. by, . .. takto:
je-li a; = 1, klademe b; = 2, je-li a;; # 1, klademe b; = 1. Cislo b takto sestrojené je riizné od vech éisel a;
(od a; se lis{ v prvni éislici za desetinnou ¢arkou, od as se 1isi v druhé éislici za desetinnou ¢arkou, atd.).
Protoze ale b € [0, 1), mélo by byt ve vypsaném seznamu, tzn. mélo by byt nékterym z ¢éisel a;, coz je spor.
Interval [0,1) a tudiZ i mnozina R jsou nespodetné mnoziny.

Pojem zobrazeni ndm umoziiuje korektné (pokud nechceme akceptovat intuitivni definice jako matice je
ytabulka ¢isel uspofadanych do fadka a sloupci® a funkce je ,pfedpis“) zavést fadu dalsich pojmu jako
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realna matice nebo realna funkce realné proménné: Jde o zobrazeni
A:{1,....m} x{1,...,n} = R,

respektive
fTR—=R.

Definice 2.8. n-arni operaci na mnoziné A rozumime funkci
fi A x---x A, — A.

(Nejde tedy o nic jiného nez o specialni (n + 1)-arni relaci.)

Poznamka 2.9. 1-4rni operaci se nazyva unarni (napiiklad pfevracend hodnota redlného éisla), 2-arni
operaci se nazyva binarni (napfiklad souéet dvou éisel) 3-4rni operaci se nazyvé ternarni, apod. Nejéastéji
uzivané jsou ovSem operace binarni: zde misto (aj, as,a) € R budeme psét

a1 * ay = a,

priéemz * se nahrazuje i jingmi vhodnymi (a obvyklymi) znaky.

Definice 2.10. Algebraickou strukturou rozumime mnozinu spolu s néjakymi operacemi na ni (dana
struktura musi byt na tyto operace uzaviend (uzavienost znamend, Ze neomezené uziti operace nevede
nikdy k ,vyb&hnuti z mnoziny A). Algebra se zabyva vySetfovanim obecnych vlastnosti algebraickych
struktur. Jde o typicky postup matematické abstrakce: abstraktni popis algebraickych struktur pak mize
byt implementovdn v jednotlivych problémech. Naptiklad mnozina A s jednou bindrni operaci se nazyva
grupoid; zjisténé vlastnosti grupoidi pak mizeme uplatnit napriklad pro mnozinu prirozenych cisel N
s operaci scitani +, ktera je grupoidem.

~evs

okruh, pole, aj., tém se zde jiz nevénujeme) bindrni operaci je ale grupa, coz je mnozina G s binarni
operaci * spliujici

G 1. (Asociativita operace) pro viechna a,b,c € G plati (a xb) xc=a* (bxc)

G I1. (Ezistence neutrdlniho proku) existuje prvek e € G spliiujici pro vSechna a € G plati
exa=axe=a

G III. (Ezxistence opacného prvku) pro kazdy prvek a € G existuje prvek a € G spliiujici
axa=ax*xa=e.
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