Defini¢ni obor funkce dvou proménnych Resené piiklady

1. Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

VySetfete a v kartézském soufadném systému (O, z,y) zakreslete definiéni obory nasleduji-
cich funkci dvou proménnych:

Piiklad 1.1. f(z,y) = VA — 22 + /sZ — 0.

Reseni. (4— 22> 0N -9>0) e @2 <HOA@2>9) < (2| <2 A(ly >3) @2 e (-2,2)Ay €
(— 2

sen
00, —3) U (3,00). Tedy Df = ( ,2) x ((—00,—3) U (3,00)). Viz Obr. 1.1.
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Obr.1.1: Df pro f(z,y) = V4 — 22+ \/y2 - 9

Priklad 1.2. f(z,y) =In (zIn(y — z)).

Reseni. z2ln(y—2) >0< (x >0AIn(y—2) >0)V(z<0Aln(y—2)<0)< (>0 Ay—x>1)V
V(Ez<0A0<y—z<1).
Tedy Df ={[z,y) e RxR:(z>0Ay>z+1) V(@ <0Ay<z+1Ay>x)} Viz Obr. 1.2.
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Obr.1.2: Df pro f(z,y) =In (zln(y — z))

Piiklad 1.3. f(z,y) = v/zsiny.

Regeni. xsiny >0 (2> 0Asiny > 0)V (z <0 Asiny <0).
Tedy Df ={[z,y) e RxR:(z >0Ay € U2 (2km,(2k + 1)m)) V (x < 0Ay € U Zo((2k — 1), 2km))}. Viz
Obr. 1.3.
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Obr.1.3: Df pro f(z,y) = /xsiny
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Piiklad 1.4. f(z,y) = /(1 —lny)ln(—=x).

Regeni. (1 —Iny)ln(—2) >0 (1-lny >0Aln(-2) >0)V(1—Iny <0AIn(-2) <0) &
Shy<lAaz<-1)V(Iny>1A0>z>-1).
Tedy Df ={[z,y) e RxR:(0<y<eAz<-1)V(y>eA—-1<x<0)}. Viz Obr. 1.4.
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Obr.1.4: Df pro f(z,y) = /(1 —lny)ln(—z)

Priklad 1.5. f(z,y) =In (22 —y) + vz — 2y + 4.

Reseni. 2> —y > 0Nz —2y+4> 0y <z’ Ay < iz+2
Tedy Df ={[z,y) e RxR:y <a? Ay <z +2}. Viz Obr. 1.5.
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Obr.1.5: Df pro f(z,y) =In (2?2 —y) +z — 2y + 4

Priklad 1.6. f(z,y) =In (z + ).

Resend. x + >0<:>2””22J >0& (222 4+y>0A22>0)V (222 +y <0A2x <0). Tedy Df = {[z,y] €
RxR:(z>0Ay>—22)V(z<0Ay < —222)}. Viz Obr. 1.6.

Obr.1.6: Df pro f(z,y) =In (z + L)

Piiklad 1.7. f(z,y) = /1 — (22 + y)2.

Re§6m’.1—(q:2+y)220(:)(362+y)2§1<:)|x2+y\§1(:>( +y<0A—22—y<1)V(@2+y>0A
N2 +y<1)e0<2?+y<1Vv-1<a2?+y<0&-1-22<y<1-2%
Tedy Df = {[z,y) e Rx R: -1 —22? <y <1-2%}. Viz Obr. 1.7.
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2

y=—u'—1
Obr.1.7: Df pro f(z,y) = /1 — (22 + y)>?

Priklad 1.8. f(ll?,y) = sin (7-‘—(:1;2 . y2))

Resent. sinm(22 +9?) >0 2krn <m(2?+ 9y ) < k+1)m ke Z o2k <2’ +y> <2k+1,kde k € Z.
Tedy Df = UX o{[z,y] € R x R:2k <22 +y% < 2k +1}. Viz Obr. 1.8.
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Obr.1.8: Df pro f(x,y) = 4/sin (ﬂ(xz erz))

Priklad 1.9. f(z,y) = arcsin (2y(1 + 2?) — 1).

Reseni. -1 <2y(1+2?)-1<10<2y(1+2?) <2 0<y< Ly

1+x2 -
Tedy Df = {[lz,y) e RxR :0 <y < }. Po vySetfeni pribéhu funkce jiz snadno nakreslime
defini¢ni obor. Viz Obr. 1.9.
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Obr.1.9: Df pro f(xz,y) = arcsin (2y(1 + 2?) — 1)

Piiklad 1.10. f(z,y) =In(1+ /22 — y2 — 9) + arctg /15 — 22 — y2 — 2z.

Reseni. 14+ /22 — 2 —9>0A15—22 —¢y2 20 >0 22 —y2 - 9> 0N 22 + 92 + 22 < 15.
Tedy Df = {[z,y) e RxR: 22 —y?> > 9A (z + 1)® + y? < 16}. Viz Obr. 1.10.

Obr.1.10: Df pro f(z,y) = In (1 + /22 — y2 — 9) + arctg /15 — 22 — y2 — 2z
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2. Grafy funkce dvou proménnych (metoda fezi)

VySetrete a nakreslete fezy nasledujicich funkeci:

Piiklad 2.1. f(z,y) = T (3z — 2y) rovinou z = 0.
Y

Reseni. Predné vysetiime defini¢ni obor. Plati [z,y] € Df © y#0A3x -2y >0 y#0Ay < %IE Odtud
plyne, ze Df = {[z,yl;y < 3z Ay # 0}. Viz Obrazek 2.1. Najit fez rovinou z = 0 znamens fesit rovnici
2 In(Br—2y) =0.Plati { - In(8z~2y) =05 2 =0V3r -2y =1&a2=0Vy = jz— 3 Odtud

a z predchoziho plyne, Ze fezem je oteviend polopfimka a pfimka s vyjimkou jednoho bodu. Viz Obrazek 2.1.

Priklad 2.2. f(z,y) = 23 + 22 — y? rovinou z = 0.

Regend. Defini¢ni obor funkce f(z,y) = 2% + 2% — y? je celd rovina R?. Najit fez rovinou z = 0 znamen4a
vytesit rovnici 22 4+ 22 — y2 = 0. Plati y? = 2> + 22 a odtud y = +v/23 + 22. Odtud plyne, Ze hledany fez
je symetricky podle osy x. VySetifme priibéh funkce g(z) = £v/z3 + 22. Piedné x € Dg < 2%(z + 1) >

0 < a2 > —1. Tedy Dg = (—1,00). Uréime prvni derivaci ¢'(z) = %% = %% Defini¢ni obor
derivace ¢’ je Dg’ = (—1,00) — {0}. Jediny nulovy bod je z = —%. Dosazenim vhodnych bodi zjistime
signum ¢’ na prislusnych intervalech. Na (—1,—2) je ¢’ kladna, na (—2,0) zaporna a na (0,00) kladn4.
Odtud plyne, Ze funkce g je na (—1,—2) rostouci, na (—2,0) klesajici a na (0, 00) rostouci. V bodé z = —2

je maximum g(—2) = %
7 — 1 ;c(3$+4) v . _ . , P ’
g’ (x) Ea T Tyl Odtud plyne, Ze na intervalu (—1,0) je funkce g konkévni a na (0,0c0) konvexni.

~ 0.38 a v bodé z = 0 je minimum ¢(0) = 0. Druhé derivace po upravé vychézi

Bod z = 0 neni inflexni bod. Asymptoty funkce g nemé. Z téchto informaci lze jiz nakreslit graf funkce g
a tim i obrazek celého fezu. Viz Obrazek 2.2.
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Obr. 2.2:
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Pomoci metody fezti nakreslete grafy nasledujicich funkci dvou proménnych.

Piiklad 2.3. f(z,y) = /22 + y2.

Resend. Defini¢ni obor funkce f(z,y) = /22 + 92 je celd rovina R? a Hf = (0,00). Rezy rovinami z = ¢
jsou pro z > 0 kruznice z2 + y?> = 2, pro z = 0 bod [0,0] a pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy
rovinami y = ¢ jsou tvaru z = v22 + c2. Po umocnéni dostaviame 22 — z2 = ¢2,z > 0. Tedy fezy jsou pro
¢ # 0 ramena rovnoosych hyperbol a pro ¢ = 0 je fez z = |z|. Grafem funkce f je horni ¢ast kuzelové plochy.
Viz Obrazek 2.3. V grafu jsou znazornény fezy rovinami z =2 a y = 1.

Priklad 2.4. f(z,y) = |z| + |y|.

Resend. Pro f(z,y) = |z|+ |y| plati, Ze Df = R?> a Hf = (0,00). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 tvofeny
Ctyfmi tseckami y = +x £ ¢, které tvori hranici étverce. Pro z = 0 je fez bod [0,0] a pro ¢ < 0 jsou fezy
prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = ¢ jsou tvaru z = |z| + c. Viz Obréazek 2.4.

%

Obr. 2.4:

Pi¥iklad 2.5. f(z,y) = /1 — (z + ).

Reseni. Pro f(z,y) = /1 — (z+y) plati, Ze [v,y] € Df & 1 - (z+y) >0y <1—2z. Tedy Df =
{[z,y],y <1—2a}. Ztejmeé H f = (0, 00). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 piimky y = 1 —2—c2. Proc < 0
jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = c jsou tvaru z = 1 — 22 — ¢, z > 0. Tyto Fezy jsou poloviny
parabol. Graf funkce f je na Obrazku 2.5.

Priklad 2.6. f(z,y) =e V.
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Reseni. Pro f(z,y) = e ® ¥ je Df = R a Hf = (0,1). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 tvofeny
kruznicemi z2 + 3% = In % Pro z = 1 je fez bod [0,0] a pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami
Yy = c jsou tvaru z = e_“Q_Cz. Jedn4 se o kiivky, jejichZ pribéh je tfeba vyset¥it zvlast. Graf funkce f vznikne
rotaci grafu funkce y = e™® okolo osy z. Viz Obrazek 2.6.

Piiklad 2.7. f(z,y) =

_1
LT

Reseni. Pro f(x,y) = ﬁﬂﬂ je Df = R2—{[0,0]} a Hf = (0,00). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 tvofeny

v . . 2 2 1 . v 7 7 v ™ . . o . _
kruznicemi 2° + y* = 2. Pro ¢ < 0 jsou Tezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = ¢ jsou tvaru z = 7.
Pribéh téchto kiivek je zapotiebi vySettit zvl4st. Graf funkce f vznikne rotaci grafu funkce y = 3%2 okolo osy

z. Viz Obréazek 2.7.

Obr. 2.7:

VysSetfete a v kartézském souradnicovém systému (O, z, y, z) zakreslete defini¢ni obory nasledujicich funkei
t¥1 proménnych.

Priklad 2.8. f(z,4,2) = /1 - Va2 + 17 — 2+ /1 - /22 + 47 + 2

Reseni. Pro f(a:,y,z)z\/1—\/x2—|—y2—z+\/1—\/x2—|—y2—|—zplati [x,y,2] e Df & 1—+/22+y?>—2z >
ONL— /22 + 92 +22082<1—\/224+y2ANz> /22 +y?>—1. Df ={[z,y,2] :

—1<z<1,-vV1-22<y< \/l—ac?,\/x2+y2 —1<z <1-+/22+y?}. Definiéni obor je téleso
ohranicené dvéma kuzelovymi plochami. Viz Obrazek 2.8.
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Priiklad 2.9. f($7y7z> =\/z — \/(L‘z + y2 + \/6 —_ (%2 + y2 I Z)

Reseni. Pro f(z,y,2) = \/z— a2+ 132 + /6 — (22 +y2 + 2) plati [v,y,2] € Df & 2 — \/a2+y2 >
ON6— (22 4+ 92 +2) >0 2 < a2+ 42 A2 <6— (22 +94°). Df = {[z,y,2],-2 <2 <2 —Vi-22<
y<Vd—22 /22 +y2 < z < 6— (22 +y?)}. Defini¢ni obor je t&leso ohrani¢ené shora paraboloidem a zdola
kuzelovou plochou. Prinik paraboloidu a kuzelové plochy je kruznice 22 + y? = 4. Viz Obrézek 2.9.

Obr. 2.9:

Piiklad 2.10. f(z,y,2) = /1 — (22 + 42+ 22) + /7/5 — (z + 2).

Reseni. Pro f(z,y,2) = /1 — (22 +y2+ 22) + \/T/5 — (v + 2) plati [z,y,2] € Df & 1 — (22 + y* + 22) >
(LA % —(z+2) >0 22 +y2+22 <12 < g — z. Defini¢ni obor je koule o poloméru 1 se stfedem v pocatku,
ze které je rovinou odfiznuta jeji ¢ast. Viz Obréazek 2.10.
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