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3. Limita a spojitost

Priklad 3.1. VySetfete limitu  lim 93”_—2?’
[ey]—[0,0] °*F¥

Reseni. K vySetfeni limity pouZijeme metodu postupnych limit. Plati

. . T —2y .x 1 1
Ll_i%(§%3x+y)_i%3_x 03 3

-2 —2
Ly = lim(lim ——Y) = lim —-7 =
y—0'z2—0 3z + y y—0 Yy x—0

Obé postupné limity Lq, Lo existuji, ale jsou rtzné. Z véty o jednoznacnosti limity plyne, ze dana limita
neexistuje.

Priklad 3.2. Vysetfete limitu  lim £,
[z,y]—[0,0] “7¥

Reseni. K vysetieni limity pouZijeme opét metodu postupnych limit. Plati

Ly = lim(lim — ) = lim = = lim 1 = 1.
z—0 y—0 -y x—0 x—0

Ly = lim (lim 22Y) — 1im % = lim(=1) = —1.
y—0z—=02x — Y y—0 —y x—0

ODbé postupné limity L, Lo existuji, ale jsou rtzné. Z véty o jednoznacnosti limity plyne, Ze dand limita
neexistuje.
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Priklad 3.3. Vysetfete limitu  lim
[z,y]—[0,0

Reseni. Metoda postupnych limit selhava. K vySetieni limity pouzijeme metodu svazku piimek. Plati

I . 23y i 23k i kat i k k
= 1m — = 11l —/———— = 11In = l1im = .
r—0,y=kzx x4 + y4 z—0 14 + k44 z—0 .’1,‘4(]{4 + 1) z—0 k4 +1 k4 +1

Protoze limita L* zavisi na parametru k, z véty o jednoznac¢nosti limity plyne, ze funkce f v bodé [0, 0] nem4
limitu.

Priklad 3.4. Vysetiete linitu lim ey

Reseni. Metoda postupnych limit i metoda svazku piimek selhdva. K vySetieni limity pouZijeme metodu

svazku parabol. Plati

L i z?y i x? - ka? i k k
= im ——=1lm——-—=1lm-——=-—+—.

s—0y=ka? x* +y2 =0zt + k22t 2—0k2+1 K241

Protoze limita L** zavisi na parametru k, z véty o jednoznacnosti limity plyne, ze funkce f v bodé [0, 0] nem4
limitu.

Priklad 3.5. VySetfete limitu  lim  —=%.
[2,y]—[0,0 ** ¥
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Resend. K vySetfeni limity pouZijeme metodu polarnich soufadnic. Plati

Ty . cos (pp sin . . .
L*** = lim -5 = pLosop ?02 = lim cos ¢ sin ¢ = cos ¢ sin .
p—0,2=p cos p,y=psinp T* + y p—0 p2 cos? ® =+ p2 sm- @ p—0

ProtoZe limita L*** zavisi na ¢, funkce f nema v bodé [0, 0] limitu.

IZy
Priklad 3.8. VySetiete, zda je funkce f(z,y) = { s+u? PrEUAD0 ol bods [0,0].
0 pro [z, y] = [0,0].

Regeni. Aby byla funkce f spojitd v bodé [0, 0], musi mit v tomto bodé limitu rovnu nule. Dokazme, Ze tomu
tak je. Pouzijeme vétu, ktera tvrdi, Ze limita soucinu funkce jejiz limita je nula a ohrani¢ené funkce je rovna
rovnéz nula. Zfejmé plati

%y . . xy
_ .

lim = lim lim .
[2,y]—[0,0] 2 + Y2 [2y]—[0,0]  [zy]—[0,0] 2% + 12

Pfitom lim 2 = 0. Ukazme nyni Ze funkce % je ohrani¢ené. Plati

[2.4]—[0.0]
(Il = [y)* = 0 = 2® — 2|ay| +¢* > 0 = 2Juy| < 2? + 4> = vl 1 W<l
- - - 24y T 2 e
Tedy funkce xfifyz je ohranidena.
_aty? 0.0
Priklad 3.7. VySetiete, zda je funkce f(z,y) = { @+ POEUFO0 st o bods [0,0].
0 pro[z,y] = [0,0]

Regeni. Aby byla funkce f spojita v bodé [0, 0], musi mit v tomto bodé limitu rovnu nule. Metoda postupnych
limit, metoda svazku pfimek i metoda polarnich souradnic davaji vysledek nula. Metodou svazku parabol
ukaZzme, Ze limita nula neni a tedy zkoumand funkce je v daném bodé nespojita.

wiy? ot (ka?)? . k28 k2

L™ = li =lim ——%— =1 = .
xﬂo,l‘;rikx? x8 + y* 220 28 + (kx2)* 20 (1+ k%28  1+4k*

Limita L** zdvisi na parametru k. Odtud podle véty o jednoznaé¢nosti limity plyne, Ze funkce f je v [0, 0]
nespojita.

Priklad 3.8. Spoctéte limitu  lim —sztyth
[eyl—00]  *HY

Resend. Do funkce nelze bezprostiedné dosadit. Provedeme proto vhodnou algebraickou tipravu. Vyraz roz-

Sifime.
i Va2t +y?+1-1 lim (\/xz—i—yz—i—l—l (Va2 +y2+1+1)
1m 1m =
[z,y]—[0,0] r? + y? [z 500,0] (@2 + ) (Va2 +y2+1+1)
(2 +y?+1-1) . 1 1

lim lim = —.
Ceyl—000) (22 + ) (V2 + g2+ 14 1) " awl—[0.0 2492 +14+1 2

Priklad 3.9. Spoctéte limitu  lim =Y.
[zy]—-[2,2] © 7Y
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Reseni. Provedeme algebraickou tipravu funkce. Rozlozime ¢itatele i jmenovatele vyrazu a vykratime.

. z3 — 3 . (x —y)(2? + 2y + y?) . 22 4+ xy + 32 44444 3
lim T i= lim 3 N = im 5 N = = —,
[ryl—22] 2t =yt -2 (T —y)(@+y) (@2 +y?)  yloR2 (e 4+y) (@2 +y?)  4(44+4) 8

Piiklad 3.10. Spoététe limitu  lim 2@ 480

[z,y]—[0,0] V/22+y2+4— 2’

Reseni. Provedeme algebraickou upravu funkce. Vyraz rozsifime vhodnym zlomkem.

, 3(«2 + %) . («* +4°) \/WH
lim = lim
[¢y]=0,0] \/22 +y2 +4—2  [zy]—[0,0] (\/x2 +y2+4—-2) (V22 +y2+4+2)

_ 3@+ ) (Vat+y2 +4+2)
= lim 2 + 442)=3(2+2) =12.
[2,y]—[0,0] 2 +y?4+4—-4 T e, yHo o y* )

UM FSI VUT v Brné 10



	3 Limita a spojitost

