Lokalni extrémy Resené piiklady

6. Lokalni extrémy

Vysetiete lokalni extrémy nasledujicich funkei vice proménnych:

P¥iklad 6.1. f(x,y) = 22 + 2zy + 3y + 5z + 2y.

Reseni. SpoCteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava

fr=2x+4+2y+5=0,
fl=2a+6y+2=0.

Parcialni derivace existuji pro kazdé [z, y] € R? a proto jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni
body, které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava je linedrni, mtzeme tedy pouzit metod
linearni algebry.
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Nalezli jsme stacionarni bod a = [*Tv ﬂ.

Spoc¢teme druhé parcialni derivace a sestavime matici f”(a). Plati

Fo =28l =2 i, =6

pepio=(22).

Uréime hlavni minory matice f”(a) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium (viz ufebni text).

Plati Dy(a) =2 > 0 a Da(a) = 8 > 0. Podle kritéria nastavé v bodé a = [—12, 3] lokalni minimum funkce f.

Odtud plyne, ze

Priklad 6.2. f(z,y) = 2zy — 322 — 292 + 2 + .

Reseni. Spoéteme parcilni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava
fi=2y—6x+1=0,
f{/:2x—4y—|—1:0.

Parcialni derivace existuji pro kazdé [z, y] € R? a proto jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni
body, které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava ma jediné feseni a =

= [%7%}

Spoc¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matici f”(a). Plati

f:lc/z = _67fclc/y = 2’f1{/ly = =-4

"o e . —6 2
f_f(a)_<2 _4)'
Uréime hlavn{ minory matice f”(a) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Dy (a) = —6 < 0 a Dy(a) = 20 > 0. Podle kritéria nastavé v bodé a = |15, 75| lokalni maximum funkce

f

Odtud plyne, ze

Priklad 6.3. f(z,y) = 223 + xy® + 5z? + 2.

Resend. Spoéteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava

fi =62 +y*>+ 10z =0,
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fy=2xy+2y =0.

Jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni body, které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy

rovnic. Soustava je nelinedrni. Ze druhé rovnice plyne 2y(z + 1) = 0. Odtud =z = —1 V y = 0. Dosazenim
x = —1 do prvni rovnice dostdvame 6 4+ y? — 10 = 0, odkud y = +2. Déle dosazenim y = 0 dostavame
622 4+ 10z = 0, odkud =z = 0V z = f% Soustava méa Ctyii feSeni. Nalezli jsme Ctyfi stacionarni body

a1 =[0,0],a2 = [~35,0],a3 = [-1,2],a4 = [-1,-2].
Spoc¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f(a;),i = 1,2, 3, 4. Plati

fiy = 122410, £, = 2y, ), = 20+ 2.

£ = 122 4+ 10 2y
2y 2z 42 ’

Po dosazeni soufadnic stacionarnich bodt dostavame

F(ay) = ( 100 (2) )  Pag) = < 18 _og )  ag) = ( Z 51 >  Pan) = ( —421 04 ) '
Uréime hlavni minory matic f”(a;) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati D;(a1) =10 > 0, Da(aq) = 20 > 0. Podle kritéria nastdvd v bodé a; lokdlni minimum funkce f.
Déle D;(az) = —10 < 0, Da(as) = 4—30 > 0. V bodé as nastava lokdlni maximum funkce f.
Dale plati Dl(ag) =-2<0, DQ(ag) =-16<0a Dl(a4) =-2<0, DQ((Z4) =—-12 <0.
Podle kritéria nenastava v bodé ag ani v bodé a4 lokalni extrém funkce f.

Odtud plyne, ze

Ptiklad 6.4. f(z,y) = 2> + 2y? — 22y — 5.

Reseni. Spoéteme parcilni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava
fi=32"+y*—2y—5=0,
fy =2y — 2z =0.
Nalezneme stacionarni body. Soustava je nelinedrni. Ze druhé rovnice plyne z(y—1) = 0. Odtud z = 0vy = 1.
Dosazenim x = 0 do prvni rovnice dostavame 32 — 2y — 5 = 0, odkud y = 1 £ /6. Déle dosazenim y = 1
dostavame 3z2 — 6 = 0, odkud = = 4+/2. Soustava ma &tyfi feSeni. Nalezli jsme ¢ty¥i stacionarni body

ap = [\/i’ 1],(12 = [_\/i, 1],&3 = [071 + \/6],0,4 = [0,1 — \/6]

Spoc¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f(a;),i = 1,2, 3, 4. Plati

= 6x 2y — 2
T\ 2y—-2 2z '

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostéavame

ran= (0 L0 ) ra= (707 s ),
rei= (36 ). roa-( 2 3

Uréime hlavni minory matic f”(a;) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Dy(a1) = 6v/2 > 0, Dy(a;) = 24 > 0. Podle kritéria nastdva v bodé a; lokalni minimum funkce f.
Déle D1(as) = —6v/2 < 0, Dy(as) = 24 > 0. V bodé ay nastava lokalni maximum funkce f.
Dale plati Dl(ag) =0, Dg(ag) =-24<0a Dl(a4) =0, Dz(a4) =—-24 <0.
Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodech a3, a4 dochézi k lokalnim extrémtm funkce f.
VysSettime nejprve podrobné okoli bodu a3. Zvolme podokoli, které je prinikem libovolného okoli s pfimkou

= 1+ /6. Zfejmé plati f(:r,l—i—\/é) =23+ (1+\/6)2x — 2z (1+\/6) — bz = 2. Je-li z > 0, pak
(z,l + \/6) > 0, Je-li x < 0, pak f (a:, 1+ \/6) < 0. Odtud plyne, Ze v bodé€ as neni lokilni extrém.
odobné postupujeme v pripadé bodu a4s. Volme podokoli, které je prinikem libovolného okoli s pfimkou
=1-+06. Ziejmé plati f(a:,l—\/é) = 23 + (1—\/6)237 — 2z (1—\/6) — bz = 23. Je-li x > 0, pak
(x7 1-— \/6) >0, Je-li z < 0, pak f (x, 1-— \/6) < 0. Odtud plyne, Ze ani v bodé a4 neni lokalni extrém.

Odtud plyne, Ze

y
f
P
y
f
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Priklad 6.5. f(z,y) = 223 — 3zy + 2y3 + 1.

Resend. Spoéteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava,

f;:6x273y:05
[, = -3z +6y*> =0.

Nalezneme stacionarni body. Soustava je nelinearni. Z prvni rovnice plyne y = 2z2. Dosazenim do druhé
rovnice dostavdme 6(22%)2 — 3z = 0, odkud z = 0V & = 3. Soustava mé dvé TeSeni. Nalezli jsme dva
11

staciondrni body a; = [0,0], a2 = [57 3

Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f”(a1) a f”(ag). Plati

fo. =12z, fIl = =3, fIl = 12y.

w122 -3
f _< -3 12 >

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostéavame

ran=( 3 9 ) re=( 5 9

Urcéime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati D1(a1) = 0, Da(a1) = —9. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodé a; nastava extrém funkce f.
Déle Dy(az) =6 > 0, Da(az) =27 > 0. V bodé as nastava lokalni minimum funkce f.

Nyni vySetfime podrobné okoli bodu a;. Zvolme podokoli, které je prinikem libovolného okoli s osou z,
tj. pifmkou y = 0. Ziejmé plati f(z,0) = 223 + 1. Je-li > 0, pak f(x,0) > 1 = f(a1). Je-li # < 0, pak
f(z,0) < 1= f(a1). Odtud plyne, Ze v bodé as neni lokalni extrém.

Odtud plyne, ze

Priklad 6.6. f(z,y,2) =2 +y? + 2% — 3vz — 2y + 2z.

Reseni. Sestavime soustavu rovnic

fi=32*-32=0,
fl=2-3x+2=0.
Ze druhé rovnice plyne y = 1. Ze tteti plyne z = 3z — 2. Dosazenim do prvni rovnice dostavame 322 — 3(3z —

—2) =0, odkud x =1V x = 2. Soustava mé dvé feSeni a; = [1,1,1],a2 = [2,1,4].
Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f”(a1) a f”(az). Plati

fa;lz = 6x7f:;/y = 27f;/z = 17f3/vly = Oafa/:/z = _3afg;/z =0

Odtud plyne, ze

6x 0 -3
= 0 2 0
-3 0 1
Po dosazeni soufadnic stacionarnich bodu dostévame
6 0 -3 12 0 -3
f(ar) = 0 2 0|, f’(a2)= 0 2 0
-3 0 1 -3 0 1

Uréime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Di(a1) =6 > 0, Da(a1) =12 > 0, D3(a1) = —6 < 0. Podle kritéria nenastava v bodé ay lokalni extrém
funkce f.
Déle Dy(az) =12 > 0, Dy(az) =24 > 0, D3(az) = 6 > 0. V bodé& ay nastava lokdlni minimum funkce f.
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Priklad 6.7. f(z,y,2) = 2% + y? + 2% + 122y + 22.

Resend. Spoéteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava

fh =32 4+12y =0,
f; =2y+ 12z =0,
fl=22+2=0.
Z tteti rovnice plyne z = —1. Ze druhé plyne y = —6x. Dosazenim do prvni rovnice dostavame 2 — 24z =

=0, odkud x = 0V z = 24. Soustava ma dvé feSeni a; = [0,0, —1],as = [24, —144, —1].
Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f”(a1) a f”(az). Plati

fiw =062, fy,=2, fl.=2 f),=12, fl. =0, f.=0

Odtud plyne, ze

6z 12 0
=12 2 o
0 0 2

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostéavame

0 12 0 144 12 0
fflany=1 12 2 0 |, f"(a2)= 12 2 0
0 0 2 0 0 2

Uréime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.

Plati Dy(a1) = 0, Da(ay) = —144 < 0, D3(a1) = —288 < 0. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodé ay

nastava lokalni extrém funkce f.

Daéle Dy (az) = 144 > 0, Da(az) = 288 > 0, D3(az) = 288 > 0. V bodé az nastava lokdlni minimum funkce f.
Nyni vySetfime podrobné okoli bodu a;. Zvolme podokoli, které je prinikem libovolného okoli s primkou

r =x,y = 0,2 = —1. Ziejms plati f(x,0,—1) = 2% — 1. Je-li x > 0, pak f(z,0,—1) > —1 = f(a1), Je-li

x <0, pak f(x,0,—1) < =1 = f(ay1). Odtud plyne, Ze v bodé a; neni lokalni extrém.

Priklad 6.8. f(z,y) =e? (z+y?).

Reseni. Spocteme parcidlni derivace. Vznikne soustava

f;:e%

N |

Nalezneme stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = 0. Dosazenim do prvni rovnice dostavdame 5 +1 = 0.
Odtud z = —2. Soustava m4 jediné feseni a = [—2,0].
Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f” a f”(a). Plati

1 . x w
= ¢ (z+y>+4), f1, =ye>, fir, =2e>.
Odtud plyne, ze
1.z 2 z 1
" 162 (9C+y +4) yez, 1" _ % 0
I < ye’ e > f@)=1{ 2% 2 ).

Urcime hlavni minory matice.
Plati D1(a) = 55 > 0, Da(a) = & > 0. Podle kritéria nastéva v bodé a lokdlni minimum funkce f.
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Priklad 6.9. f(z,y) = (ac2 +y2) o—t—y?

Reseni. Spocteme parcialni derivace. Vznikne soustava

2l —a?—y?)

fx:ez2—+y2:07
, 2yl —a® —y?)
fy_ezz—+y2_0'

Nalezneme stacionarni body. Z prvni rovnice plyne = 0V 22 + y? = 1 a ze druhé rovnice plyne y =
0V 22 + y? = 1. Nalezli jsme stacionarni bod a = [0,0] a body b na kruznici 22 + y? = 1.
Spoc¢teme druhé parcialni derivace a matice f” a f”(a). Plati

s 2(1— 2% —y?)(1 — 22%) — 4a?

Jow = o492 )
"o 741‘3—/(2 —2? — y2)
Ty ez2+y2 ’
f// _ 2(1 —z? — y2)(1 - 2y2) - 4y2
yy er?+y? :
Odtud plyne, ze
2(171273;2)2(172212)74:1:2 74zy(22fzzfy2)
f//: _ ezjy272 727%z+z 2\_ 4,2 5
dzy(2—z”—y”) 2(1—z"—y")(1-2y")—4y
ev2+y? ev2+y?
2 4z
o (20, g
ra=(g 5 ) ro=( 8 )
e e

Ur¢ime hlavni minory matic.

Plati Di(a) =2 > 0, Da(a) =4 > 0. Podle kritéria nastavd v bodé a lokalni minimum funkce f.

Dy(b) = f% > 0, D2(b) = 0. Podle kritéria nelze rozhodnout. Plati viak f(b) = 1 > < pro libovolné ¢ > 0.
Odtud plyne, Ze na 22 4+ y? = 1 nastava neostré maximum f.

P¥iklad 6.10. f(z,y) = e**(z + 32 + 2y).

Resend. Spoéteme parcilni derivace. Vznikne soustava

fo=e"(2" + 20 +4y +1) =0,
fy=2e"(y+1)=0.

Nalezneme stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = —1. Dosazenim do prvni rovnice dostavame = = %
Soustava méa jediné FeSeni a = [%, —1]. Spoéteme druhé parcialni derivace a matice f” a f”(a). Plati

=4 (@ g’ + 2y + 1), 1, = 4 (y + 1), fy, = 27"
Odtud plyne, zZe

7= 40 (z +y2 +2y+1) 4e**(y+1) £(a) = 2¢ 0
o 4e%* (y + 1) 2e%* ’ TN 0 2 )7

Urc¢ime hlavni minory matice.
Plati D;(a) = 2e > 0, Dy(a) = 4e? > 0. Podle kritéria nastava v bodé a lokalni minimum funkce f.

UM FSI VUT v Brné 23



	6 Lokální extrémy

