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20. Nevlastni integral

Poznamka 20.1. Dosud jsme se zabyvali Riemannovym integralem, ktery je definovan pro ohrani¢enou

b
funkei f(2) na uzavieném intervalu (a, b). Tento urcity integral jsme zapisovali [ f(x) dz. Nyni potfebujeme
a

vyresit, jak definovat:

b
a) [ f(z)dx, kde funkce f(z) neni ohrani¢end. Viz Obrazek 20.1.
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Obr. 20.1: Nevlastni integral vlivem funkce

0o b
b) [ f(z)dx nebo [ f(z)dx, tj. integral z funkce na otevieném intervalu. Viz Obrézek 20.2.
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Obr. 20.2: Nevlastni integral vlivem meze

A. NEVLASTNI INTEGRAL VLIVEM FUNKCE

Definice 20.2. Necht funkce f(z) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a,t) kde a < t < b a necht je f(x)

¢
neohranicend v levém okoli bodu b (viz Obrazek 20.3). Existuje-li vlastni limita 111%1 J f(z) dz, fikdme, ze
t—b~ o

b
integral [ f(z)dz konverguje. Pak pokldaddme

/bf(x) dz = tlirl?— /tf(x) dz. (20.1)

t
Pokud limita lim f f(x) dz neexistuje nebo je nevlastni, pak fikdme, ze integral diverguje
t—b— 4
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Obr. 20.3: Funkce neohranic¢end v levém okoli bodu b

b
Poznamka 20.3. Bodu b, pro ktery plati, Ze v jeho levém okoli je funkce f(z) neohranicend a [ f(z)dz

a
konverguje fikdme singularni bod.

b
Poznamka 20.4. Je-li singularnim bodem bod a(tj. f(x) je neohranicend v pravém okoli bodu a a [ f(z) dz
konverguje), je definice analogickd a piSeme

/bf dx_tli%/f (20.2)

Piiklad 20.5. [; —ri; do.

Priklad 20.6. [, zlnz da.

Poznamka 20.7. Pokud jsou oba krajni body intervalu (a,b) singuldrni a funkce f(z) je integrovatelna
a (a,b), pak rozdélime interval libovolnym bodem ¢ (viz Obréazek 20.4) a spocteme

/ dx—/f dx+/f dz = lim tcf dx+tlirgl/f

Poznamka 20.8. Pokud se singularita vyskytne uvnitf intervalu (a,b), pak integral rozdélime prévé
v tomto bodé ¢ (viz Obrazek 20.5) a spoéitame

b

b c b t
/f(x) dz = / f(z)dz + / f(z)dz = tlimﬁ f(z)dz + tlim+ f(z)dz

t

Pfiklad 20.9. [ ldz
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Obr. 20.4: Funkce se singularitami v obou krajnich bodech

o o« ¢ b %

Obr. 20.5: Funkce se singularitou uvnitf

B. NEVLASTNI INTEGRAL VLIVEM MEZE

Definice 20.10. Necht funkce f(z) je integrovatelna v intervalu (a,o0) kde a € R. Existuje-li vlastni

b 0o
limita ) lim [ f(z)dz, fikdme, Ze integral [ f(z)dz konverguje. Pak pokladame

—100 g a

t——+o0

7f(x)dm: lim /t f(z)dz. (20.3)

b
Pokud limita lim f f(x) dz neexistuje nebo je nevlastni, pak fikdme, Ze integral diverguje.
a

b——+o0

Poznamka 20.11. Je-li singularita v dolni mezi, je definice analogicka a plati
b

/ f@)dz = lim /b (@) da. (20.4)

t——o00

Poznamka 20.12. Pokud jsou singularni body v horni i v dolni mezi, pak interval rozdélime bodem c
a piseme

t

/O;f(z)X/coof(a?)dz+/:of(z)xtlimoo Cf(z)dertli?oo/:f(x)dx'

Priklad 20.13. [;° % dx.
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Piiklad 20.14. [~ = da.

Piiklad 20.15. [~ -1

—oo 1+4z2

dx.
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