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15. Prubéh funkce

Pri vysetfeni grafu funkce budeme postupovat podle nasledujiciho algoritmu:
1. Urceni defini¢niho oboru.
2. Rozhodnuti, jestli je funkce suda, licha, periodickd nebo neméa ani jednu z uvedenych vlastnosti.

Nalezeni prisec¢ikii s osou z (tzv. nulové body) a uréeni znaménka f(x).

-

Vypocet limit pro x jdouci k +oco.
5. Prvni derivace funkce:

a) Nalezeni stacionarnich bodt (tj. bodi podezielych z extrému).
b) Nalezeni intervald, kde je funkce rostouci, nebo klesajici.

c¢) Nalezeni lokalnich extrémi.
6. Druhé derivace funkce:

a) Nalezeni interval®, kde je funkce konkévni, nebo konvexni.

b) Nalezeni inflexnich bodd.

7. VySetfeni asymptot:
a) Bez smérnice, tj. pfimek x = x, kde x¢ jsou pfipadné body nespojitosti.
b) Se smérnici, tj. pfimek y = kz + q.

8. Nacrtnuti grafu.

Provedme stru¢nou rekapitulaci pojmit a upozornéme na uskali, kterd mohou nastat.

Defini¢éni obor. Spravné urceni defini¢niho oboru je nezbytné. Body, které ,vyfadime“ z defini¢niho oboru
jsou horkymi kandidaty na to, ze jimi bude prochazet asymptota bez smérnice.

Suda, licha, nebo periodicka funkce. Potvrzeni nékteré z téchto vlastnosti ndm vyrazné usnadni vykres-
leni prubéhu funkce, protoze budeme védét o urcité symetri¢nosti. P¥ipomerime, ze funkce:

e sudd mé graf osové soumeérny podle osy y a plati f(—z) = f(z) pro vSechna = € D(f).
e licha ma graf stfedové soumérny podle pocéatku a plati f(—z) = —f(z) pro v8echna x € D(f).

e periodicka s periodou p splituje pro vSechna z € D(f) podminku f(z) = f(z + p).

Nulové body a prusecik s osou y. Body na ose x maji y-ovou soufadnici rovnu nule. Staéi tedy vytesit
rovnici f(z) = 0.
Abychom védéli, kdy bude graf funkce f(z) probihat pod osou z a nad ni, potfebujeme ur¢it znaménko

f(z) (tzv. sgn f(x)).

Vypocet limit pro = jdouci k +oo. Poéitdme Ilirgo f(z)a CEli}moof(ac).

Prvni derivace, stacionarni body, monotonnost, extrémy. Pfipomenme nejprve geometricky vyznam
derivace funkce f(x) v bodé xg - &islo f'(xp) je smérnice teény ke grafu funkce f(z) v bodé xzy. Jestlize
sestrojime te¢nu ke grafu funkce f v jejim lokdlnim extrému (tj. v lokdlnim minimu nebo lokadlnim maximu),
tato tecna bude rovnobézna s osou x a tudiz jeji smérnice bude rovna nule. Hledani extrémi odpovida
nalezeni bodi#, ve kterych je smérnice teény ke grafu rovna nule. Stacionarni body (tj. body podezielé
z extrémi) jsou jsou kofeny rovnice:

fix)=0
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Pozor, ne kazdy bod, kde smérnice tecny je rovna nule musi byt extrém. Jesté stale mize jit o tzv. inflexni
bod, coz je bod, kde se prubéh funkce méni z konvexniho na konkavni nebo naopak.

Pozor, ne vSechny lokalni extrémy ,zachytime® tim, ze polozime f/(z) = 0. Je t¥eba si pohlidat body, ve
kterych prvni derivace viibec neexistuje!

O tom, jestli je stacionarni bod bodem lokalniho minima, lokdlnitho maxima, nebo inflexnim bodem
rozhodneme podle intervalii, na kterych funkce roste, nebo klesa.

e Funkce rostouci na néjakém intervalu splituje podminku, Ze f’(z) > 0 pro v8echna x z tohoto intervalu.

e Funkce klesajici na néjakém intervalu spliiuje podminku, ze f’(z) < 0 pro vSechna z z tohoto inter-
valu.

Proto nés bude zajimat znaménko prvni derivace (tzv. sgn f'(z)).

Druha derivace, konvexnost, konkavnost, inflexni body.

e Funkce konvexni lezi v daném intervalu ,nad tecnou® a plati f/(z) > 0 pro vSechna z z tohoto
intervalu.

e Funkce konkavni lezi v daném intervalu ,pod te¢nou® a plati f”(z) < 0 pro vSechna z z tohoto
intervalu.

Proto nas bude zajimat znaménko druhé derivace (tzv. sgn f”(z)).

e Inflexni bod je bod, pro ktery plati f”(z) = 0 a ve kterém se priib&h funkce méni z konvexniho na
konkévni, nebo naopak.

Poznamenejme, Ze pokud jsme z néjakého divodu nedokazali rozhodnout, jaky extrém nastava u bodd, které
podeztivame jiz od prvni derivace, druha derivace ndm mtize pomoci. Plati totiz:

e Je-li f/(z) =0 a zaroven f”(x) > 0, pak je v = lokalni minimum.
e Je-li f/(z) =0 a zarovenn f”(z) < 0, pak je v x lokalni maximum.

Poznamenejme, ze pokud jsme z néjakého diivodu nedokazali rozhodnout pomoci konvexnosti a konkavnosti
o inflexnim bodu, pomohla by nam tieti derivace.

Asymptoty bez smérnice, asymptoty se smérnici. Adepty na asymptoty bez smérnice jsou body ,vyta-
zené“ z defini¢niho oboru, ozna¢me jeden z nich zy. K tomu, abychom prohlasili pfimku z = x( za asymptotu
bez smérnice nam staci, kdyz se ukaze, ze alespon jedna jednostranna limita

lim f(x) nebo lim f(z)

w—>:c0+ T—T

je nevlastni (tj. £00).
Asymptoty se smérnici, tj. pfimky y = kz + ¢, ziskdme (pokud vibec existuji) vypocétem téchto limit

ki = lim @7 ¢ = lim (f(z) = k)
a
ko = zll}zloo @7 q2 = zl{r_ﬂm (f(a:) — k‘2x).

Graf funkce. Pokud dobfe rozumime jednostlivym vlastnostem a znadme vazby mezi nimi, je jiz celkem
snadné zakreslit predchozi poznatky do souradného systému.
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