19. Uréity (Riemanntv) integral Studijni text

19. Uréity (Riemannutv) integral

Myslenka integrovani pochézi z geometrickych pozadavki - zjistovani povrchii, objemt a délek geometrickych
utvart. To znamend, Ze se omezujeme jen na néjakou ¢ast (pozn. tim mame na mysli interval) funkce, ktera
je zékladem geometrického utvaru.

Pojmy potfebné k zavedeni Riemannova integralu. Necht je ddna funkce y = f(x), ktera je spojita
v uzavieném intervalu (a,b) (viz Pozndmka 19.1).

1. Rozdélme interval (a,b) body =1 < x2 < ... < x,—1 na n podintervald Axy, Axs,..., Ax,, které
nemusi mit stejnou délku. Viz Obréazek 1. Toto déleni oznacme d. Délky téchto podintervalti oznadme
stejné, tj. Axy, Az, ..., Ax,.
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Obr. 19.1: Zavedeni Riemannova integralu

2. Protoze f(x) je spojitd v {(a,b), nabyvd v ném své maximalni hodnoty M a minimélni hodnoty m.
f(z) je ovSem spojitd také v kazdém podintevalu Ax; a nabyvd v ném své maximdlni hodnoty M;
a minimdlni hodnoty m; (proi=1,2,...,n —1). Plati

m <m; < M; < M.

3. Sestrojme k zavedenému déleni d tzv. horni integralni souéet S(d)
i=1

a dolni integralni soucet s(d)

n

i=1
Na Obrézku 1 je vidét, Ze S(d) je soucet plosnych obsahti modrych a s(d) je soucet plosngch obsahii
Cervenych obdélniki.

4. Poznamenejme, ze hodnota S(d) a s(d) zavisi na zvoleném déleni d. Zavedme horni integral z funkce
f(z) na intervalu (a, b) jako infimum mnoZiny vSech hornich sou¢td pfi vSech moznych délenich d

b
i%fS(d):Af(x)dx
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a dolni integral z funkce f(z) na intervalu (a,b) jako supremum mnoziny vSech dolnich sou¢td pfi
vSech moznych délenich d

d

b
sups(d):/ f(z)dz.

Poznamka 19.1. Pozadavek, aby byla funkce f(x) spojitd v (a,b) je ,zbyteén&“ tvrdy, staéilo by predpo-
kladat, ze funkce f(z) je v (a,b) ohrani¢end. Pak by se misto maxim a minim uvaZovala suprema a infima.

ff(x)dx - [ f(2)da,

pak spoleéné hodnoté téchto integralti fikdme integral z funkce f(x) v intervalu (a,b) a o funkei f(x)
fikdme, Ze je v (a, b) integrovatelnd (tj. integrace schopna) ve smyslu Riemannovy definice.

Definice 19.2. Je-li

Véta 19.3. Je-li f(x) integrovatelna v (a,b) a je-li a < ¢ < b, pak f(x) je integrovatelnd v {(a,c) a v (¢, b)
a plati

/ab f(x)dx = /ac f(z)dz + /Cb f(x)dz. (19.1)

Poznamka 19.4. Z predchozi véty je vidét, Ze k tomu, aby bylo mozné funkci f(z) integrovat, nemusi
byt f(z) v intervalu (a,b) spojitd. Staéi, aby byla po éastech spojitd, tzn. méla koneéné mnoho bodu
nespojitosti.

Definice 19.5. Pro b < a je integral definovan takto
b a
/ f(z)dz = —/ f(z)dz.
a b

Uvedme jesté jednu ¢asto pouzivanou nerovnost.

Véta 19.6. (Schwarzova nerovnost)

( / b f(m)g(x)dx>2 < / " P o) / ' Py, (19.2)

Nyni se dostavame k vztahu, ktery mé pfi vypoctech zasadni vyznam.

Véta 19.7. (Newtonova-Leibnizova formule) je-li f(x) spojitd v (a,b) a je-li F(x) libovolna funkce
k ni primitivni v (a,b) a spojita v (a,b), pak

b
/ f(z)dz = [F(2)]° = F(b) — F(a). (19.3)

Priklad 19.8. Spoctéte nésledujici urcité integraly.
a) [} coszdaz.
1
b) f73 |x|d.
c) [{ Hzdy.
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Reseni. a) fog coszdz = [sinz]¢ = sin (3) —sin0=1-0=1.
b) Pii hledani primitivni funkce k funkci |z| na intervalu (—3,1) bude nutno pfistoupit k rozdéleni tohoto
intervalu na dvé ¢asti. Délicim bodem bude bod 0. Potom

1 0 1 270 271 2 2
x x (-3) 1 9 1
do= [ -ad de = |-= Zl=o0-(- Yoo0=241 5
/-3'””'”” / +/ [ AJMO ( 2 )*(2) 2t

¢) Je vidét, Ze tento integral je ponékud komplikovanéjsi. Pokusime se ho zjednodusit substituci, kdy od
proménné z prejdeme k proménné t. Tim padem ovSsem musime prepocitat i meze urcitého integralu, které
byly zadany vzhledem k ptvodni proménné x.

°1+1
/ —&—na:dx:‘
1 X

substituce: Inzx = ¢
%dx = dt

1
1=0 H:/ (1+t)dt =
0

e—1

21" 1 3
[+2]0 +2 (0+0) 2
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