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5 ANALYTICKE A NUMERICKE METODY RESENI ODR1

A. Analytické metody reSeni

Vzorové priklady:

5.1. Piiklad. Reste diferencidln{ rovnici

Reseni: PrepiSme danou rovnici na tvar

/

1
y (v* =),

Tz
coz je obycejnd diferencialni rovnice prvniho fddu se separovanymi proménnymi. Za predpokladu x # 0,
Y2 —y#0 (tj. y #0 ay # 1) dostdvame

dy 1,5
e )
dy dz
Y -y x
/ dy B dx
v-y ) oz
Integrand na levé strané rozlozime na parcialni zlomky: odtud
1 1 A B

-y yly-4) y y-1
Po vynésobeni faktorem 3% — y mame
5=A(y—1)+ By, tj. A=-1,B=1.

Odtud dosazenim a integraci dostavame

d d d -1
/ 2y :_/7y_|_ 7y:—lr1|y\—|—1n|y—1|=1ny ‘
Y -y y y—1
(integracéni konstantu neuvadime). Tedy po integraci obou stran
y—1
In|=——|=In|z|+In|C| =1In|Cx|, CeR, C#0,
)

pricemz integra¢ni konstantu z divodu upravy posledniho vztahu piSeme v ponékud neobvyklém tvaru
In|C|. Odlogaritmovénim dostdvame

-1
‘yy‘:wm CeR, C#0,

tj.
-9
y—7_ Cz,
Y
(odstranéni absolutnich hodnot je proveditelné na jednotlivych oblastech vymezenych vztahy z # 0,

y # 2, y # 6). Odtud vyjadiime explicitné nezndmou funkci y ve tvaru

CeR, C#0

_ 1
T 1-Cgz’

y CeR, C#0.

Zbyvéa posoudit pifpad y?> —y = 0 (tj. y = 0 nebo y = 1). Dosazenim téchto konstantnich funkei do
dané rovnice zjistime, ze se jedna o feseni. VSimnéme si, ze feSeni y = 1 Ize zahrnout do obecného Feseni
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volbou C' = 0, avsak feseni y = 0 nelze v tomto tvaru ziskat zadnou volbou C'. Vechna feseni uvazované
rovnice jsou tedy tvaru

Y CeR, y=0.

T 1-Cz’
O spravnosti vysledku se muizeme piesvédéit zkouskou (proved'te).

5.2. Piiklad. Reste pocétecni problém

y cosx +ysinx =1, y(0)=1.

Resend: Danou rovnici lze prepsat (za predpokladu cosz # 0) na tvar

y +ytger = ,
COSs T

coz je z duvodu linearity vzhledem k y rovnice linedrni. Tuto rovnici fesime ve dvou krocich metodou
variace konstanty.

I. Uréime obecné feseni pridruzené homogenni rovnice
/
Yy +ytgx =0.

Separaci proménnych dostavame pro y # 0 a cosz # 0

d
/—y:f/tgzd:c.
Y

Integral na pravé strané uréime (bez uvedeni integracéni konstanty) jako

sin x —sinx
—/tgmdx:—/ dx:/ dz = In|cosz|,
cosx cos T

In|y| =In|cosz| + In|C| = 1In|C cos x|, CeR, C=#0.

tj.

Po provedeni odlogaritmovani a odstranéni absolutnich hodnot mame
yp = Ccoszx, C eR,

kde volba parametru C' = 0 zahrnuje i nulové feseni y = 0, které jsme vzhledem k pfedpokladu y # 0
dosud neuvazovali. Zduraznéme, ze ziskany vztah je pouze FeSenim homogenni rovnice, proto volime
oznaceni yp,.

II. Provedeme variaci konstanty a obecné feSeni puvodni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru
y = C(z)cosz, C(z) =7

Nezndmou funkei C(x) uréime dosazenim tohoto vztahu do feSené nehomogenni rovnice:

C'(z) cos(x) + C(z)(—sinz) + C(x) cosx tgz =

coszx’

tj. po uUpravée

4 dz
C'(x) = . Clx) = = tgz +C.
(@) cos? x (z) / coslz &
Dosazenim takto vypocteného C(x) pak méme obecné feseni ve tvaru
y=(tgz+ C)cosx = Ccosz +sinzx.

Nyni hledané partikularni feseni uré¢ime dosazenim pocateéni podminky do obecného teseni:

1=Ccos0+sin0=_C.
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Partikularni feseni daného pocatecniho problému je tedy funkce

y =cosz +sinz.

5.3. Piiklad. Naleznéte vSechna FeSeni diferencidlni rovnice

y/ _ y2 —2?
2xy
Resend: Prepiseme-li tuto rovnici na tvar
oY T
1z 2y’
pak vidime, Ze ji muzeme tesit jednak substituci u =y / x, kde také jako rovnici Bernoulliovu (kde r = —1

— tedy substitucf u = y?). Uzijeme oba postupy:

(-0

Polozime proto u =y / z, tedy ¥ = v’z + u, a dané rovnice se transformuje na tvar
vy (o))
ur+u=_—-|(u——
2 U

, luQ—i—O

a) Rovnici zapiSseme jako

nebo-li za uvedeného ptredpokladu x # 0

r 2u

Po prevedeni této rovnice na diferencidlni tvar dostavame

2udu _ dz
w2+1 oz’
a dale
/721& du = — dz
u?+1 N x
Odtud integraci
C
In(u?+1) = —Injz| +In|C| =In|—|, CeR, C=#£9.

Po odlogaritmovani a odstranéni absolutnich hodnot dostavame obecné feseni ve tvaru

UQZ%—L CeR, C#9.

Zpétnym dosazenim substituce lze snadno uré¢it obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru
22 +y? = Cu, CeR, C#0.

Obecné teSeni tedy zahrnuje vSechna feSeni dané rovnice a tvoii jednoparametrickou soustavou kruznic
se stfedem v bodé (C/27 0) a polomérem 0/2.

b) Rovnici upravme na tvar
!/ i _ f —1
Yy =59y 3Y
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a budeme ji fesit jako Bernoulliovu rovnici substituci u = =" = 2. Pti dosazovani substituce budeme

postupovat tak, ze rovnici nejprve vydélime faktorem y” = y~! (tedy vynésobime y) a poté do ni dosadime
u=19", resp. I’ = 2yy’. Dostéavame tedy

’ 1 (y?
= —_ —_— —
vy g\ 2 )
’ u

u = ——X.
x

Tuto linedrni rovnici vyfeSime metodou variace konstanty.
I. Pfidruzenou homogenni rovnici
U
/

u =
x

Ize tesit separaci proménnych, nebo dalsi substituci v = u / x. Obéma zpusoby snadno zjistime, ze
up, = Cuz, CeR.

II. Déle necht
u=C(z)z, C(x) ="

Dosazenim do feSené linearni rovnice mame

C
C'(z)z + Clz) = (;”)” —z, t. C'(x)=—1.
Odtud C(x) = —z + C, a obecné feSeni linedrni rovnice je tedy tvaru

uw=Cx—x°, C eR.
Zpétnym dosazenim substituce pak dostavame

y? =Cx — 2°, CeR, C#0.

Céstecné fesené piiklady:
5.4. Piiklad. Reste diferencidln{ rovnici

Y +ytgr =2tgx.

Resend: Tato rovnice je rovnici linearni, ale také rovnici se separovanymi proménnymi, nebot

Yy =2tgx —ytgxr = tgx(3 —y).

V téchto piipadech byva obvykle vyhodnéjsi fesit danou rovnici metodou separace proménnych. Za
predpokladu y # 2 tedy rovnici pfepiSeme na diferencidlni tvar

d
Y tgxdx
2-y

a odtud integraci

—In|2 —y] —1In|cosz|+In|C|, CeR, C#0, tj

In|cosz|+ In|C| =1n|C cos z|, CeR, C#0

In |2 —y|

(v souvislosti s provedenou tpravou pfipomenme, ze obecné konstanta vyndsobend libovolnym nenulovym
redlnym ¢islem zustdva obecnou konstantou - v nasem piipadé neni tedy nutno ménit jeji znaménko). Po
provedeni odlogaritmovani, odstranéni absolutnich hodnot, a diskuze piipadu y = 2 dostavame obecné
feSeni

y=2—Ccosz, C eR.
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5.5. Piiklad. Reste diferencidln{ rovnici

’ Y
:L'er'

Reseni: Za predpokladu x # 0 délime citatel i jmenovatel faktorem z, ¢imz dostavéme

J— y/x
1+y/x'

Zavedeme tedy substituci u =y / z a po jejim dosazeni a Upravé mame

;L 12u + u?
z 0+u

Za predpokladu 2u + u? # 0 (tj. u # 0, u # —2) rovnici prepiSeme na diferencidlni tvar

1+u

1
a2 T g

a odtud integraci

C

1
§1n|2u—|—u2|:—ln\x|+ln\0|=ln , CeR, CH#0.

Po odlogaritmovan{, odstranéni absolutnich hodnot a zahrnuti piipadu 2u + u? = 0 dostdvime

2u+u2:£ C eR.

x2’
Zpétné dosazeni substituce pak vede k nalezeni obecného reseni

y? + 22y = C, C eR.

5.6. Priklad. Reste diferencidlni rovnici
’ _ —xz°
Yy +2xy==zxe
Reseni: Dand rovnice je linedrni, a feSime ji proto metodou variace konstanty.

I. o +3zy=0, dy/y = —2x dx a odtud integraci

In|y| = —2? +1n|C/, CeR, C#5.

x

Zapiseme-li funkci —2? pomoci logaritmu jako In e~ 2, dostavame

ln\y|:1n|Ce_£2|, CeR, C#0
a po provedeni obvyklych kroku
yp =Ce ™™ | C eR.
II. y=C(=) e C(z) ="

Dosazenim do dané nehomogenni rovnice mame

8

C'(z)e ™™ +C(x)e ™ (=22) + 82C(x) e =ze ™,

tj.
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Odtud mame obecné feSeni

Reseni: Protoze e*T¥ = e e¥, rovnici fesfme separaci proménnych:
e Ydy = e"dzx,
a po integraci
—eV=¢e"+C, tj. y=—In(C—-¢%), CeR
2.8. Pi#iklad. Reste diferencilni rovnici
Y —ytgrx=1—2xtgx.

Resend: Rovnice je linedrni, postupujeme opét pomoci metody variace konstanty.

I. ¢ —ytgz=0, dy/y = tgxdx a odtud integraci

C
Inlyl = —In|cosz|+In|C|]=1n ’, CeR, C#0,
cos
C
Yn = , C eR.
cos
I1. Reseni hledejme ve tvaru
=G0 o =
cos

Po dosazeni a ipravé mame
C'(x) = cosx — wsinz,

a odtud integraci (druhy ¢len integrujeme per partes) C'(z) = x cosx + C. Obecné Feseni:

rcosz+C  C

= = + x.
Ccos T Ccos T
5.9. Piiklad. Reste diferencidln{ rovnici
;o xy? +
xly —y
Reseni: Rovnici upravime jako
J = 2y’ +7) oz Y41

yla2=1) a2-1 y

a TeSime ji separaci proménnych:

tj. po integraci
1 1
§ln(y2+l)zﬁln\x2—9|—|—ln|0|, CeR, C#8.

Odtud po obvyklych upravach
v+ 1=Cx* 1), CeR.
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5.10. Pfiklad. Reste diferenciglni rovnici
v =y-y°.

Reseni: Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, ale také o rovnici Bernoulliovu. Zvolime feSeni pomoci
Bernoulliovy substituce: rovnici délime y? a obdrzime

/
0
Y Yy
za predpokladu y # 0. Polozme u = 1/y, tj. v’ = —y' /y* a dostdvame
—u' =u—1, tedy u=1-u.

Vznikl4 rovnice je (musi byt) linedrni, ale v nasem piipadé je rovnéz rovnici se separovanymi proménnymi.
Tedy pro u # 0 médme
du

1—u

a po integraci
—Inl—ul=2z+I|C|, tj. Injl—-u/=mI|Ce™™|, CeR, C=#0.

Obvyklym postupem obdrzime
u=1-Ce ™", C eR,

tj. vSechna FeSen{ jsou (po zahrnuti vylouceného piipadu y = 0) tvaru

5 e”

T1-Ce=  e_(’

Y C eR, y=0.

5.11. Piiklad. Reste pocateéni problém

xy' +y = arctgx + T y(1) =

T
14 22’ 0"

Resend: Dané rovnice je linedrni, nebot za predpokladu = # 0

, .y arctgx 1
Y+ = 5
z x 1+
I. Separaci proménnych fesime piislusnou homogenni rovnici:

dy  dx
y oz

y+2=0,
xT

Odtud snadno
yp =C / x, C eB.
I1. Reseni nehomogenni rovnice hledejme ve tvaru
y=C(z)/x, C(z) =2
Dosazenim a po ipravé mame

x
C'(z) = t .
(z) = arc gx+1+x2

Integraci per partes ([ arctgzdae = [ 1- arctgz dz) dostdvame

C(z) =zarctgz + C.
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Odtud obecné feseni:
rvarctgr +C  C

= — + arctgz, C eR.

T T

Dosazenim pocatecni podminky mate 7 = C + arctg1, tedy C' = 0. Hledané partikuldrni feSen{ je proto
tvaru

y = arctgz, z>9.

1.12. Piiklad. Reste po¢dtecni problém
2y =y(ny — Inz), y(1) = 2.
Resend: Rovnici prepiseme na tvar

y =

SHES

(lny —Inz) = I Y
r

a feSime substituci u = u / . Odtud
1
/
u = —u(lnu —1),

tedy separaci proménnych (za predpokladu u(lnuw — 1) # 0, tj. u # 0, u # e) dostavdme
du _dz

u(lnu—1)
Néslednou integraci (integréal na levé strané fegime bud substituci ¢ = In u, nebo p¥imo uZitim vzorce pro

J ];((;)) dz) dostavame

In|lnu—1]=In|z| +In|C| =In|Cx|, CeR, C#0.
Odtud obvyklymi upravami
Inu=1+Cux, tj. u= e teT CeR.

Zpétnym dosazenim substituce dostdvame obecné feSeni pivodni rovnice ve tvaru

y = zelt0T CeR.
Po dosazeni pocéteéni podminky plati 1 = e!*¢, tj. C = —1. Hledané partikuldrni feenf je proto funkce
y=uxzel™", x>0.

B. Numerické metody resSeni

Vzorové priklady:
5.13. Priklad. Je dan pocate¢ni problém

y =y’ y(0)=1.
Pomoci explicitn{ Eulerovy metody urcete ptiblizné hodnotu y(1 / 2).

Reseni: Z teoretického hlediska je tieba nejprve ukazat, ze fesen{ tdlohy na intervalu (0,1/2) vskutku
existuje, a je urceno jednoznacné. K tomuto tc¢elu lze uzit Picardovu vétu o existenci a jednoznacnosti
feSeni pocateéniho problému. Formulace tohoto tvrzeni obvykle zahrnuje i odhad velikosti intervalu, na
némz je (jednoznacéné urcené) reseni definovéno. Bez blizgtho odvozeni poznamenejme, ze podle tohoto
odhadu je hledané teseni definované alespon v intervalu < -1 / 2,1 / 2>, coz je pro nas ucel dostacujici.
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Nyni pristoupime k numerickému feseni. Zvolme nejprve n =5, tj. h =0,1 a
.’130—0, 111—0,1, .’172:0,2, 1‘3:0,3, .’174:0,4, ZC5—0,5
7 pocatecni podminky mame Yy = 1 a dédle pocitame

Yi = Yo+ hf(zo,Yo) = Yo+ hao(Yo)* =1,

Yo = Yi+hf(r,Y1) =Y+ hzi(Y1)? = 1,0100,
Y3 = Yo+ hf(zs,Ys) = Yo+ hao(Y2)? =1,0304,
Yy = Ys+hf(xs,Ys) =Y+ has(Ys)? = 1,0623,
Ys = Y+ hf(x4, Y4) =Y, + h!E4(Y4)2 =1,1074.

Dostédvame tedy y(0,5) =~ 1,1074.

Pro n = 10 je h = 0,05, a odtud analogickym postupem y(0,5) = Y9 = 1,1243. Pfesnym feSenim
daného pocdtecniho problému je funkce y = 2/(2 — 2?), a tudiz ptesnd hodnota y(1/2) = 1,1429. Pii
volbé kroku A = 0,1 je absolutni chyba pro z = 1/2 rovna 0,0355 a relativn{ chyba je 3,1%. Pti h = 0,05
se absolutni i relativni chyba zmensily priblizné na polovinu, coz odpovida tomu, ze explicitni Eulerova

metoda je fadu 1.

5.14. Priklad. Je dan opét pocateéni problém

Pomoci metody prediktor - korektor, kde

P:
K:

uréeme piiblizné hodnotu y(1/2).

Reseni: Predevsim si v§imnéme, ze prediktor je explicitni Eulerova metoda a korektor implicitni Eulerova

metoda. Zvolime h = 0,1 a pii obvyklém

Y =Y+ hao(Yy) =
Yy =Y+ ha (YY) =
Yy = Yo+ hao(Ya)? =
Yy =Ys+ has(Ys)? =
Yy =Y+ hag(Ya)? =

Vi =Yi+hf(z,Y5),

Yio1n =Y+ hf(xig1, Yi)

oznaceni dostavame:

17 Yl = Yb + h.’L‘l(}/l*)z
1,0202, Yo =Y)+ haa(Y5)?
1,0521, Ys; =Y, +h1‘3(1/3*)2
1,0980, Yy =Y+ hay(Y])?
]., 1617, Y5 = Y4 + h.’E5(Y5*)2

1
1
1
1
1

)
)
)

)
)

0100,
0308,
0640,
1122,
1797.
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