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Uvod do problematiky numerickych metod Numerickd matematika

PY¥i YeSeni problémi redlného svéta se stdle Castéji setkdvame s potfebou popsat
zkoumanou skuteénost pomoci vérohodného matematického modelu a ten pak
uspokojivé vy¥esit. Zijeme v dob& potitatl a tak je pirozené, e k realizaci
matematického modelu pocitat vyuzijeme. Po&itate umi pracovat velmi rychle

s informacemi kédovanymi pomoci &isel.

A prév& zde je misto pro numerickou matematiku (v angli¢ting numerical analysis)
jakoZto védni disciplinu, kterd vyviji a analyzuje metody, jejichZ , technologickym
jadrem* jsou manipulace s &isly. V poslednich letech se v anglicky psané literatute
misto terminu ,numerical analysis" stdle &ast&ji pouZiva termin scientific
computing (odpovidajici ¢esky termin ndm bohuZel neni zndm).
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KdyZ chceme metodami numerické matematiky vyfesit dany problém popsany
obecnym matematickym modelem, musime takovy model nejdFive , digitalizovat ",
to jest formulovat ho ve tvaru numerické tlohy, jejiz vstupni i vystupni data jsou
&isla. Numerickd metoda je postup ¥eSeni numerické dlohy. P¥esny popis kroki
realizujicich numerickou metodu oznalujeme jako algoritmus numerické metody.
Lze ho vyjad¥it jako posloupnost akei (proveditelnych na potitaci), které k danému
(pFesng specifikovanému kone&nému) souboru vstupnich &isel jednozna&né ptifadi
odpovidajici (p¥esné specifikovany kone&ny) soubor vystupnich Zisel.

P¥iprava rozsdhlych souborl vstupnich dat byvd oznalovéna jako preprocessing.
Rozsah souboru vyslednych udaji je €asto ohromny, pro &lovéka , nestravitelny“,
a proto je t¥eba vysledky vhodné& zpfistupnit tak, aby je zadavatel vypoctu byl
viibec schopen vyhodnotit. Metodam, které to provadgji, se ¥ika postprocessing.
Jednou z forem postprocessingu je vizualizace vysledkd.
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Jako ptiklad , problému ze Zivota" uvaZujme p¥edpovéd potasi. Pohyb vzduchu
v atmosfé¥e dovedeme alespofi pFiblizn& popsat pomoci soustav parcialnich
diferencialnich rovnic a vhodnych dopliiujicich podminek. Metodami numerické
matematiky dokdZeme tyto rovnice pfiblizné ¥esit. Potfebna vstupni data se
ziskdvaji pomoci druZic a pozemnich meteorologickych stanovist. Vysledky
numerickych vypo&tl zpracované do animovanych meteorologickych map pak
sledujeme v televizni pfedpovédi pocasi.

P¥i YeSeni redlnych problémi témé¥ nikdy neziskdme p¥esné ¥edeni, musime se
spokojit jen s ¥eSenim pFibliZnym, které je zatizeno chybami. Nasim cilem je
organizovat vypocet tak, aby celkovd chyba byla co nejmensi.

P¥edevsim se musime vyvarovat hrubych lidskych chyb, které vyplyvaji
z nepochopeni problému a z nepozornosti nebo nedbalosti ¢lovéka pfFi jeho Feseni.
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Chyba matematického modelu. P¥i vytvafeni matematického modelu redlného
problému provadime vZdy jisté idealizace. Rozdil mezi ¥eSenim idealizovaného
problému a YeSenim problému redlného nazyvame chybou matematického modelu.
Do této kategorie chyb zahrnujeme také chyby ve vstupnich ddajich.

Ptiklad. Mame ur&it povrch zemského plasté. K vypoltu pouZijeme vzorec
S = 4xr? pro povrch koule o poloméru r. Chyba modelu spotivé v predpokladu,
Ze Zemé je koule.
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Chyba numerické metody. Jestlize k ¥eZeni (numerické) tlohy pouZijeme
numerickou metodu, kterd ndm neposkytne p¥esné (teoretické) ¥edeni dané dlohy,
pak chybu, které se dopustime, nazyvame chybou numerické metody. DileZitou
souéasti ndvrhu numerické metody je odhad chyby numerické metody.

Pt¥iklad. Mame spotitat hodnotu funkce sin 1 setenim kone&ného po&tu &lent
Taylorovy Yady

3 5 7 9 X2n+1
nx =Xt e Y gy

pro x = 1. Je zndmo, Ze sectenim prvnich t¥i ¢lend Yady se dopustime chyby
velikosti nejvyse 1/7!, obecn& settenim prvnich n €lenl se dopustime chyby
nejvyde 1/(2n + 1)L
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Zaokrouhlovaci chyby. P¥i prici na pod&itaéi miZeme k reprezentaci &isel pouzit
jen konetny potet cifer. Pracujeme proto s pfibliznymi hodnotami &isel, které
dostaneme zaokrouhlenim pfesnych hodnot. Zaokrouhlovaci chyby vznikaji uz pfi
vkladani dat do potitale, dalsi pak vznikaji p¥i &iselnych vypo&tech. P¥i $patné
organizovaném vypoctu mize dojit v ddsledku nahromadéni zaokrouhlovacich
chyb k naprostému znehodnoceni vysledku, viz p¥iklad 1.7.

Ptiklad. Cislo m neumime do pocitale vloZit presn&. Také vysledek operace, pfi
niz &islo 2 délime &islem 3, nezobrazime na standardnim po&itadi pracujicim
s binarnimi &isly presné.

Je tfeba mit na paméti, Ze pfi feSeni redlného problému vystupuji obvykle v8echny
chyby soucasné.
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Absolutni a relativni chyba. Ve vypoctech jsme €asto nuceni nahradit pfesné
&islo x pfibliznym &islem %. Cislo X potom nazyvdme aproximaci ¢isla x. Rozdil
X — x = Ax nazyvdme absolutni chybou aproximace X a &islo

- = ) X#Ov

nazyvdme relativni chybou aproximace X. Pro |Ax| < € se pouZiva také
symbolicky zapis x = X =€ a mini se tim, Ze X — e < x < X 4 . Podobné se pro
|Ax/x| < & pouziva zapis X = x(1 £ §). Absolutni hodnota relativni chyby se
¢asto uvadi v procentech.
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Nyni posoudime chybu, které se dopustime p¥i vypo&tu hodnoty f(x1, 2, ..., X,)
funkce f, kdyZ presné hodnoty x; nahradime pfibliznymi hodnotami X; = x; + Ax;.
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Nyni posoudime chybu, které se dopustime p¥i vypo&tu hodnoty f(x1, 2, ..., X,)
funkce f, kdyZ presné hodnoty x; nahradime pfibliznymi hodnotami X; = x; + Ax;.
Z Taylorova rozvoje f(X) okolo bodu x dostaneme

. L Of(x) 1 PPF(x
i=1 ij=1
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Nyni posoudime chybu, které se dopustime p¥i vypo&tu hodnoty f(x1, 2, ..., X,)
funkce f, kdyZ presné hodnoty x; nahradime pfibliznymi hodnotami X; = x; + Ax;.
Z Taylorova rozvoje f(X) okolo bodu x dostaneme

)+ Z Ax;
PovaZzujeme-li souiny chyb Ax;Ax; za malé, mdme pro absolutni chybu

Of (x 8fx
> 20 <z\ )

i=1

0?f(x)
Z AxiAx; 0x; Ox; +

ij=1

[Af(x)] = |F(%) = F(x)| = Axl, o (11)




Uvod do problematiky numerickych metod Chyby v numerickych vypottech

(symbol < ma vyznam ,, p¥iblizn& nerovno") a pro chybu relativni

n

=53
i=1

P¥i praktickych odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jejich derivaci 9f /0x; na
pravych strandch pfibliznych nerovnosti (1.2) a (1.1) potitaji v bod& %.

AX,'

Xi

X, x) Ax;

x; Of(x)
f(x) 0x |

’Af x)| .

(1.2)

ax, X
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Chyby zakladnich aritmetickych operaci. Zvolime-li f(x,y) =xty,
dostaneme pomoci (1.1) a (1.2) pro absolutni a relativni chybu sou&tu a rozdilu

Alxty) . x AX:I: y Ay

Alxty)=Ax+t A = — 1.3
(x£) x Y x+y x+ty x  x*xy vy (1.3)
Pro vyjdd¥eni chyby soutinu volime f(x, y) = xy a obdrZime
A A A
A(xy) = yAx + xAy, M = =X + = (1.4)
Xy X y
a pro chybu podilu dostaneme volbou f(x,y) = x/y
1 A A A
a(%)=tan- oy, EEDLSX Sy
y) 'y y x/y x oy
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Vsimnéte si, Ze relativni chyba souétu resp. rozdilu miZe byt vyrazné vétsi nez
relativni chyby operandii v p¥ipadg, kdy? |x £ y| je podstatn& men3i neZ |x| nebo
ly|. P¥i dé&leni malym &islem zase vzroste chyba absolutni.
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Platné dekadické cifry. Necht X je aproximace &isla x, kterou zapi¥me
v mocninném dekadickém rozvoji jako

X=4[d-10°+dp-10°7 - 4 dj - 105K p oy yy 105K 4], d #0.
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Platné dekadické cifry. Necht X je aproximace &isla x, kterou zapi¥me
v mocninném dekadickém rozvoji jako

X=4[d-10°+dp-10°7 - 4 dj - 105K p oy yy 105K 4], d #0.
Rekneme, e k—t4 dekadick4 cifra d aproximace X je platna, jestlize

% — x| <5-10°7, (1.6)

tj. kdyZ se X lidi od x nejvy¥e o 5 jednotek ¥adu p¥islusného nasledujici ciffe.
Plati-li nerovnost (1.6) pro k < p, ale pro k = p + 1 uZ neplati, ¥ikdme, Ze X ma
p platnych cifer. Cislo X = + did> . .. dp - 10°T17P, které ma vech p cifer
platnych, je spravné zaokrouhlenou hodnotou &isla x.
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Platna desetinna mista. Rekneme, Ye aproximace X &isla x m4 k-té desetinné
misto platné, jestlize
|x — x| <5-107k"1, (1.7)

tj. kdyz se X lisi od x nejvySe o 5 jednotek ¥adu p¥islusného ndsledujicimu
desetinnému mistu. Plati-li nerovnost (1.7) pro k < p, ale pro k = p+1 uz
neplati, fikdme, Ze X ma p platnych desetinnych mist. Ve spravné zaokrouhleném
&isle je tedy kazdé desetinné misto platné.
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V nésledujici tabulce uvadime n&kolik p¥ikladi:

X X platné cifry  platnd desetinnd mista
284 290 1 —
—45,8472 —45,798 3 1
100,002 99,9973 4 2
99,9973 100,002 5 2
—0,003728  —0,0041 1 3
1,841-10® 25.10°° 0 5
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P¥i ode&itani dvou blizkych &isel dochazi ke ztraté platnych cifer, jak o tom sv&d&i

Priklad 1.1. Je-li

Ax

x = 4,998949 - 10!, % =4,999-10', |Ax|=5,10-10""% ~ =1,020-107°,

A
y =5,001848 - 10, 7 =5,002-10', |Ay|=152-10"3, ‘y’"i3,039-10—5,

pak pro rozdily z=y — x, Z = y — X dostavame

Az

z

z=2899-10"2, 2=3-10"2, |Az|=1,01-10"3, =3,484-1072,

takZze Z ma jen jednu platnou cifru, zatimco X i ¥ maji ¢ty¥i platné cifry. O
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P¥iklad 1.2. Necht x = 1,3262 +£5-1075, y = —6,5347 £ 5- 1075,
z=13,2354+5-10"% Mdme urdit aproximaci funkéni hodnoty f = xy/z,
absolutni a relativni chybu a poet platnych cifer vysledku.

Spotteme f = Xy /2 = —6,548031...- 107! a dale podle (1.1) dostavdme

|

Odtud |Af| =8,31-107° - |f| =5,44-107° < 5-107173 tak¥e (se tfemi
platnymi ciframi) f = —0,6548 + 0,0001. |

~~ -1

Xy
32

a |5[|{AX %y
f 4

z

Ax

+ Az

A
+Ty
y

A
+‘NZ‘ = 831107
V4

X
NAY‘+
z
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Redlna ¢&isla jsou v poéitalich reprezentovana v systému &isel s pohyblivou ¥adovou
Carkou (v anglitting floating point numbers). Zdkladni my3lenka je podobna
semilogaritmickému zapisu (v angli¢ting scientific notation), v n&m nap¥. &islo
245700 piseme jako 2,457 - 10° a &islo 0,0005768 jako 5,768 - 1074, V tomto
formatu se desetinnd ¢arka pohybuje (v doslovném p¥ekladu , plave”) v zdvislosti
na dekadickém exponentu. Formalng& Ize systém [F' normalizovanych &isel pohyblivé
Fadové Carky charakterizovat &tyfmi celymi &isly:
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8 zdklad &iselné soustavy (5 > 2),
p presnost (p > 1),
[L, U] rozsah exponentu (L < 0 < U).

Kazdé &islo x € [F ma tvar

e d2 d3 dp
X::l:m-ﬂ’ kde m:dl—’—g—i_?_k—i_ﬁpfl
je normalizovand mantisa, d; € {0,1,...,8—1}, i=1,2,...,p, jsou cifry

mantisy, p je potet cifer mantisy a e € (L, U) je celotiselny exponent. Normalizace
mantisy znamend, Ze pro x # 0 je prva cifra mantisy nenulova, tj. plati d; > 1,
takZze 1 < m < §. Kdyz x = 0, pak je nulovd mantisa i exponent, tj. m =e = 0.
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s s

Vétsina pocitalll pouziva bindrni aritmetiku, kdy 8 = 2. Pro stru€nési zapis
bindrnich &isel se b&Zn& pouZivd hexadecimalni soustava, v niz 8 = 16 (cifry 10 az
15 zapisujeme pomoci pismen A,B,C,D,E,F), a n&kdy rovn&Z oktalova soustava,
kdy 0 = 8. Vysledky vypotti se zpravidla uvadgji v bézné dekadické soustavé, tj.
pro 3 = 10.

Mnozina [F' &isel pohyblivé Fadové &arky je konetnd, potet &isel v ni je

208 -1 (U —-L+1)+1,

nebot miiZeme volit dvé znaménka, 3 — 1 moZnosti pro prvni cifru mantisy, 3
moznosti pro zbyvajicich p — 1 cifer mantisy a U — L + 1 moZnych hodnot

Z v/

exponentu. Posledni jednitka odpovida &islu nula.
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Nejmensi kladné &islo v IF je &islo UFL = 3L (podle anglického UnderFlow Level),
které ma prvni cifru mantisy rovnu jedné, zbyvajici cifry mantisy nulové

a exponent nejmensi mozny. Nejvétsi &islo v IF je &islo OFL = (8 — p1=P)BY
(podle anglického OverFlow Level), které ma viechny cifry mantisy rovné 8 — 1

a exponent nejvétsi mozny.

Zaokrouhlovani. Redlna &isla, kterd jsou presn& zobrazitelnd v systému IF, se
nazyvaji strojova &isla. Pokud dané redlné &islo x ¢ IF, musime ho aproximovat

. blizkym * strojovym &islem, které zna&ime fl(x) (podle anglického floating).
Standardni zplsob je zaokrouhleni: fI(x) je strojové &islo nejblizsi k x (kdyz mame
na vyb&r ze dvou moZnosti, pak vybereme to strojové &islo, které ma posledni cifru
sudou).
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Strojova piesnost. Cislo e, = 317P se nazyvé strojové epsilon nebo také
strojova presnost (anglicky ,, machine epsilon®, oznatované jako €mach). Vyznam
&isla e, doklada né&kolik jeho charakteristickych vlastnosti:
a) v intervalu (3¢, 3°*1) jsou strojovd &isla rozmist&na rovnomé&rng s krokem
€mﬁe;
b) nejvé&tdi mozna relativni chyba, kterd vznikne p¥i aproximaci redlného &isla
v systému IF pohyblivé ¥adové &arky, nepresdhne %em, tj. platf
[fl(x) — x| < %6,,—,|X
c) em je nejv&tsi z kladnych &isel &, pro kterd fI(1 + 3¢) = 1.
Je dobré uvédomit si, ze €, € IF', jen kdy? 1 — p > L.
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P¥iklad 1.3. Prozkoumejme, jaka &isla mizeme zobrazit v modelovém bindrnim
systému IF v p¥ipad&, Ze mantisa ma p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola
¢islem L = —3 a shora &islem U =2, tj. -3 <e <2,

Umisténi kladnych strojovych &isel na &iselné ose je patrné z obrazku 1.1: nejmensi
z nich UFL =273 = 1/8 a nejv&t¥i

\
Il Il Il Il Il Il

g 12 1 2 4 8-1/2

Obr. 1.1: Strojova ¢&isla

OFL= (2 —273).22 =8 — 1/2. V&imnéte si, e v kazdém bindrnim intervalu

2¢ < x < 2¢F1 jsou &isla rozloZena rovnomé&rné s krokem e,2¢. Tak tfeba mezi 1
a2, tj. pro e = 0, je vzdalenost dvou sousednich &isel rovna ¢, = 1/8. Systém [F
obsahuje 48 kladnych &isel, 48 zapornych &isel a nulu, tj. celkem 97 &isel. O
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Standard IEEE. V poditacich vyvinutych po roce 1985 se redlnd &isla zobrazuji
prakticky vyhradn& podle standardu |IEEE, a to zpravidla v téchto pfesnostech:

a) Jednoduchd ptesnost. PouZiji se 4 bajty, tj. 32 bit(, z toho 23 bitd pro
mantisu, 8 bitl pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. ProtoZe mantisa
je normalizovand, pro x # 0 je d; = 1. Tato cifra se neuklddd, takZe pocet
cifer mantisy p = 24. Rozsah exponentu je —126 < e < 127. Zobrazit Ize
dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou v rozsahu

UFL=2"10=12x10"% a7 OFL=(2-2"2)x 2" =34 x10%

a nulu (m3 vechny bity nulové). Strojova presnost ¢, =272 =1,2 x 1077,
Rikdme, Ze mantisa ma zhruba 7 dekadickych cifer presnosti.
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b) Dvojnasobnd presnost. PouZije se 8 bajtd, tj. 64 bitd, z toho 52 bitd pro
mantisu, 11 bitl pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvni bit
mantisy se neukladd (pro x # 0 je d; = 1), takZe mantisa ma p = 53 cifer.
Rozsah exponentu je
—1022 < e < 1023. Zobrazit Ize dekadicka &isla s absolutni hodnotou
v rozsahu

UFL =271022 2292 % 1073% a3 OFL = (2 —27°?) x 2102 = 18 x 1038

a nulu (m4 viechny bity nulové). Strojovd presnost e, = 2752 =22 x 10716,
Rikdme, Ze mantisa md zhruba 16 dekadickych cifer pfesnosti.
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Podle IEEE standardu existuje také binarni reprezentace INF pro vyrazy typu +oco
(tfeba vysledek operace 1/0), —INF pro vyrazy typu —oo (tfeba vysledek operace
—1/0) a NAN (not a number) pro vyrazy typu 0/0, oo — 0o a 0 x (£o0) (t¥eba
vysledek operace 1/0 — 2/0). Systém [F' je na v&t&in& potitalii rozsiten o tzv.
subnormalni &isla, coZ jsou nenulovd nenormalizovand &isla s nejmensim moZnym
exponentem e = L. Nejmensi kladné subnormalnfi &islo UFLg = €, - UFL, tj. v
jednoduché presnosti UFLs = 1,4 - 107% a ve dvojndsobné pFesnosti

UFLs = 4,9-107324,
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Potitatova aritmetika. Necht x,y € [ jsou strojova &isla, op je n&kterd ze
zdkladnich aritmetickych operaci +,—,%,/ a £lop je odpovidajici operace
provadénd pocitaéem v rezimu pohyblivé ¥adové ¢arky podle IEEE standardu.
Pokud je x flop y € IF zobrazitelné strojové &islo, pak x flop y = fl(x op y). To
znamen3, Ze vysledek aritmetické operace provedené v poditadi je stejny, jako
kdyZ operaci provedeme prfesné a pak ziskany vysledek vloZime do potitace.

Pteteceni, podteceni. JestliZe je absolutni hodnota vysledku aritmetické operace
vétsi nez OFL, dochazi k tzv. preteCeni, a je-li naopak absolutni hodnota
nenulového vysledku mensi nez UFL (resp. UFLs na potitatich se subnormalnimi
&isly), dochdzi k tzv. podteteni. Dojde-li p¥i b&hu programu k pretegeni, systém
vyda varovani a vypolet prerudi. V pfipadé podteéeni situace neni tak vazna:
vysledek se nahradi nulou a vypoclet pokraluje bez preruseni. Reakci programu na
pteteleni vSak miZe pouleny programdtor sam Fidit.
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Korektni dlohy. Matematickou dlohu Ize chdpat jako zobrazeni y = f(x), které
ke kazdému vstupnimu ddaji x z mnoZiny D vstupnich dat pfifadi vysledek y
z mnoziny R vystupnich dat. Rekneme, Ze matematicka tloha

y =f(x), xeD, yeR,

je korektni, kdyz
1) ke kazdému vstupu x € D existuje jediné ¥efeni y € R,
2) toto ¥eSeni zavisi spojité na vstupnich datech, tj. kdyz x — a, potom

f(x) — f(a).
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Y v ¥

Velkou t¥idu nekorektnich dloh tvo¥i nejednoznalné ¥esitelné Glohy. Nekorektni
tlohy se nedaji rozumné Yesit a proto se jimi nebudeme viibec zabyvat.

Podminénost uloh. Budeme ¥ikat, Ze korektni tloha je dobfe podminéna, jestliZze
mald zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu ¥eSeni. Je-li y + Ay resp. y
FeSeni Ulohy odpovidajici vstupnim datiim x + Ax resp. x, potom ¢&islo

__|Ay|/ly| _ |relativni chyba na vystupu|
~ |Ax|/|x|  |relativni chyba na vstupul

Gy (1.8)
(kde misto absolutnich hodnot jsou obecn& normy, viz kap. 2) nazyvame &islo
podmin&nosti tlohy y = f(x). Je-li C, = 1, je tloha dobfe podmin&na. Pro velkd
Cp, napt. pro C, > 100, je tloha Spatné podminéna. Misto o dobré nebo Spatné
podminénosti mluvime nékdy o malé nebo velké citlivosti vzhledem ke vstupnim
datdm.
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P¥iklad 1.4. Odhadnéte ¢islo podminénosti tlohy: stanovit funkéni hodnotu
(diferencovatelné) funkce y = f(x). Z (1.2) plyne, Ze

xf'(x)

=700

(1.9)

Konkrétn& pro funkci f(x) = tg x dostaneme C, = |2x/sin 2x|. Vypolet tg x je
velmi citlivy pro x blizké celo€iselnému nasobku /2. T¥eba pro x = 1,57079 je
C, =2,48-10°.

Vysledek miZeme ovéFit také pfimym vypottem podle vzorce (1.8), pro

Ax = 107° dostaneme opét C, = 2,48 - 10°. O
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Cislo podmin&nosti definované podle (1.8) se n&kdy oznatuje jako relativni &islo

Y/,

podminénosti. VE&tsinou je to vhodné méFitko citlivosti, je-li v8ak x nebo y rovno
nule, pouZit ho nelze. V takovych pfipadech lze zkusit absolutni &islo
podmin&nosti definované jako C, = |Ay| /|Ax|.

P¥iklad 1.5. Posoudime citlivost vypo&tu funk&ni hodnoty f(x) = x> — 1. Pro

kofeny x1» = %1 nenf relativni &islo podminénosti definovano. Stejny zavér

7 w7

potvrzuje vyjadreni C, = |2x?/(x? — 1)| odvozené podle (1.9). Absolutni &islo
podminénosti je
~ f(x+ Ax) —f(x)]| .
G = =|f
P Ax | (X)| I

tj. pro f(x) = x2 — 1 je C, = |2x| a specidln& pro x = +1 dostaneme C, = 2.
O
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Stabilita algoritmu. P¥i realizaci numerické metody na pocitaci vznikaji
zaokrouhlovaci chyby, nejdfive ve vstupnich datech a pak v prib&hu vypocltu p¥i
provadéni aritmetickych operaci. Chceme-li se p¥i vypoctech vyvarovat
nesmyslnych vysledkl, musime si vybirat tzv. stabilni algoritmy, které jsou k Sifeni
zaokrouhlovacich chyb mdlo citlivé. Aby byl algoritmus stabilni, musi byt

1) dobfe podminény, tj. mélo citlivy na poruchy ve vstupnich datech,

2) numericky stabilni, tj. malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb vznikajicich
béhem vypottu.
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P¥iklad 1.6. Kvadratickd rovnice x2 — 2bx + ¢ = 0 m4 ¥edeni
X1,2 = b:l:d, (Al)

kde d = Vb? — c. Jestlize |b| = |d|, pak se p¥i vypottu jednoho z koFenii budou
odeditat dvé& p¥iblizné stejné velka &isla téhoZ znaménka, coz vede, jak uz vime, ke
vzniku velké relativni chyby (viz (1.3) a p¥iklad 1.1). Vypotet podle algoritmu
(A1) tedy obecng stabilni neni. Existuje vZak snadnd pomoc: protoZe x;x; = c,
miZeme postupovat takto:

b+d, jelib>0,
X1 = { X2:C/X1. (Az)

b—d, jelib<o,

Algoritmus (A;) nedostatek algoritmu (A;) odstrafiuje, tj. je stabilni. |
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P¥iklad 1.7. Potitejme integral
1
E,,:/ x"e*"1dx pron=12 ...
0

Integraci per-partes dostaneme

1 1
/ x"e tdx = [x"e M} — / nx""teXLdx,
0 0

nebo-li
E,=1—nE,_1. (F)

Protoze E; = 1/e, miZzeme p¥i vypoltu E, postupovat podle algoritmu
Eys=1/e, E,=1-nE,1, n=273... (A1)

Vypolet jsme provedli na potitati v jednoduché p¥esnosti (tj. cca na 7 platnych
cifer), a pro n = 12 jsme dostali E;; = —4,31. To je ale zcela nepfijatelny
vysledek, nebot pro kladny integrand nemiiZeme dostat zadpornou hodnotu
integrdlu! Tento jev je zpiisoben tim, Ze p¥i vypoltu E, se chyba obsaZend v E,_;
nasobi n—krat, takZe celkova chyba roste podobné jako n!.
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Algoritmus(A;) je tedy nestabilni. Vznika otdzka, zda miZeme vypotitat Ei,
uZitim rekurentni formule (F) tak, aby vysledek mé&l viech 7 cifer platnych. Mozné
to je, musime ale pouZit jiny algoritmus. P¥epiSeme-li formuli (F) na tvar

1-E,
En—l =

)

n

bude se chyba vstupujici do kazdého kroku délit n. Z odhadu

1 1 1
E, :/ x"e Ldx < / x"dx = ——
0 0 n+1

vyplyva, ze E, — 0 pro n — oo. P¥i vypoltu proto budeme postupovat podle
algoritmu

1-E
Ev=0, Ea==——", n=NN-1.., (A2)

kde N je dostatetné velké. Zvolime-li N = 20, dostaneme Ej, = 7,177325 - 1072,
coZ je hodnota, kterd ma 7 cifer platnych.
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Jestlize vypolet provddime ve dvojndsobné presnosti (cca 16 platnych cifer),
dostaneme obdobné vysledky. Rozdil je pouze v tom, Ze vypolet algoritmem (A;)
se ,,pokazi" aZ pro v&tsi n; pro n = 20 uZ ale vyjde nesmysina hodnota

Ezp = —30,19. Stabilnim algoritmem (Ay) pro N = 35 dostaneme

Exo = 4,554488407581805 - 10~2 s 16-ti platnymi ciframi. O

Dalsi p¥iklady vénované podminénosti problém{ a zejména algoritm( uvedeme
postupné v nasledujicich kapitolach.
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