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6. února 2006
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Úvod do problematiky numerických metod Numerická matematika

Při řešeńı problémů reálného světa se stále častěji setkáváme s poťrebou popsat
zkoumanou skutečnost pomoćı věrohodného matematického modelu a ten pak
uspokojivě vy̌rešit. Žijeme v době poč́ıtač̊u a tak je p̌rirozené, že k realizaci
matematického modelu poč́ıtač využijeme. Poč́ıtače uḿı pracovat velmi rychle
s informacemi kódovanými pomoćı č́ısel.

A právě zde je ḿısto pro numerickou matematiku (v angličtině numerical analysis )
jakožto vědńı discipĺınu, která vyv́ıj́ı a analyzuje metody, jejichž

”
technologickým

jádrem“ jsou manipulace s č́ısly. V posledńıch letech se v anglicky psané literatǔre
ḿısto terḿınu

”
numerical analysis“ stále častěji použ́ıvá terḿın scientific

computing (odpov́ıdaj́ıćı český terḿın nám bohužel neńı znám).
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Když chceme metodami numerické matematiky vy̌rešit daný problém popsaný
obecným matematickým modelem, muśıme takový model nejďŕıve

”
digitalizovat“,

to jest formulovat ho ve tvaru numerické úlohy, jej́ıž vstupńı i výstupńı data jsou
č́ısla. Numerická metoda je postup řešeńı numerické úlohy. Přesný popis krok̊u
realizuj́ıćıch numerickou metodu označujeme jako algoritmus numerické metody.
Lze ho vyjáďrit jako posloupnost akćı (proveditelných na poč́ıtači), které k danému
(p̌resně specifikovanému konečnému) souboru vstupńıch č́ısel jednoznačně p̌rǐrad́ı
odpov́ıdaj́ıćı (p̌resně specifikovaný konečný) soubor výstupńıch č́ısel.

Př́ıprava rozsáhlých soubor̊u vstupńıch dat bývá označována jako preprocessing.
Rozsah souboru výsledných údaj̊u je často ohromný, pro člověka

”
nestravitelný“,

a proto je ťreba výsledky vhodně zp̌ŕıstupnit tak, aby je zadavatel výpočtu byl
v̊ubec schopen vyhodnotit. Metodám, které to prováděj́ı, se ř́ıká postprocessing.
Jednou z forem postprocessingu je vizualizace výsledk̊u.



Úvod do problematiky numerických metod Numerická matematika

Jako p̌ŕıklad
”
problému ze života“ uvažujme p̌redpověd’ počaśı. Pohyb vzduchu

v atmosfé̌re dovedeme alespoň p̌ribližně popsat pomoćı soustav parciálńıch
diferenciálńıch rovnic a vhodných doplňuj́ıćıch podḿınek. Metodami numerické
matematiky dokážeme tyto rovnice p̌ribližně řešit. Poťrebná vstupńı data se
źıskávaj́ı pomoćı družic a pozemńıch meteorologických stanovǐst’. Výsledky
numerických výpočt̊u zpracované do animovaných meteorologických map pak
sledujeme v televizńı p̌redpovědi počaśı.

Při řešeńı reálných problémů témě̌r nikdy neźıskáme p̌resné řešeńı, muśıme se
spokojit jen s řešeńım p̌ribližným, které je zat́ıženo chybami. Naš́ım ćılem je
organizovat výpočet tak, aby celková chyba byla co nejmenš́ı.

Předevš́ım se muśıme vyvarovat hrubých lidských chyb, které vyplývaj́ı
z nepochopeńı problému a z nepozornosti nebo nedbalosti člověka p̌ri jeho řešeńı.
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Chyba matematického modelu. Při vytvá̌reńı matematického modelu reálného
problému provád́ıme vždy jisté idealizace. Rozd́ıl mezi řešeńım idealizovaného
problému a řešeńım problému reálného nazýváme chybou matematického modelu.
Do této kategorie chyb zahrnujeme také chyby ve vstupńıch údaj́ıch.

Př́ıklad. Máme určit povrch zemského pláště. K výpočtu použijeme vzorec
S = 4πr2 pro povrch koule o poloměru r . Chyba modelu spoč́ıvá v p̌redpokladu,
že Země je koule.
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Chyba numerické metody. Jestliže k řešeńı (numerické) úlohy použijeme
numerickou metodu, která nám neposkytne p̌resné (teoretické) řešeńı dané úlohy,
pak chybu, které se dopust́ıme, nazýváme chybou numerické metody. Důležitou
součást́ı návrhu numerické metody je odhad chyby numerické metody.

Př́ıklad. Máme spoč́ıtat hodnotu funkce sin 1 sečteńım konečného počtu členů
Taylorovy řady

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n + 1)!
+ · · ·

pro x = 1. Je známo, že sečteńım prvńıch ťŕı členů řady se dopust́ıme chyby
velikosti nejvýše 1/7!, obecně sečteńım prvńıch n členů se dopust́ıme chyby
nejvýše 1/(2n + 1)!.
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Zaokrouhlovaćı chyby. Při práci na poč́ıtači můžeme k reprezentaci č́ısel použ́ıt
jen konečný počet cifer. Pracujeme proto s p̌ribližnými hodnotami č́ısel, které
dostaneme zaokrouhleńım p̌resných hodnot. Zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ı už p̌ri
vkládáńı dat do poč́ıtače, daľśı pak vznikaj́ı p̌ri č́ıselných výpočtech. Při špatně
organizovaném výpočtu může doj́ıt v důsledku nahromaděńı zaokrouhlovaćıch
chyb k naprostému znehodnoceńı výsledku, viz p̌ŕıklad 1.7.

Př́ıklad. Č́ıslo π neuḿıme do poč́ıtače vložit p̌resně. Také výsledek operace, p̌ri
ńıž č́ıslo 2 děĺıme č́ıslem 3, nezobraźıme na standardńım poč́ıtači pracuj́ıćım
s binárńımi č́ısly p̌resně.

Je ťreba ḿıt na paměti, že p̌ri řešeńı reálného problému vystupuj́ı obvykle všechny
chyby současně.
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Absolutńı a relativńı chyba. Ve výpočtech jsme často nuceni nahradit p̌resné
č́ıslo x p̌ribližným č́ıslem x̃ . Č́ıslo x̃ potom nazýváme aproximaćı č́ısla x. Rozd́ıl
x̃ − x = ∆x nazýváme absolutńı chybou aproximace x̃ a č́ıslo

∆x

x
=

x̃ − x

x
, x 6= 0 ,

nazýváme relativńı chybou aproximace x̃ . Pro |∆x | ≤ ε se použ́ıvá také
symbolický zápis x = x̃ ± ε a ḿıńı se t́ım, že x̃ − ε ≤ x ≤ x̃ + ε. Podobně se pro
|∆x/x | ≤ δ použ́ıvá zápis x̃ = x(1± δ). Absolutńı hodnota relativńı chyby se
často uvád́ı v procentech.
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Nyńı posoud́ıme chybu, které se dopust́ıme p̌ri výpočtu hodnoty f (x1, x2, . . . , xn)
funkce f , když p̌resné hodnoty xi nahrad́ıme p̌ribližnými hodnotami x̃i = xi + ∆xi .
Z Taylorova rozvoje f (x̃) okolo bodu x dostaneme

f (x̃) = f (x) +
n∑

i=1

∆xi
∂f (x)

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

∆xi∆xj
∂2f (x)

∂xi ∂xj
+ · · · .

Považujeme-li součiny chyb ∆xi∆xj za malé, máme pro absolutńı chybu

|∆f (x)| := |f (x̃)− f (x)| .
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∂f (x)

∂xi
∆xi

∣∣∣∣∣ .
n∑

i=1

∣∣∣∣∂f (x)

∂xi

∣∣∣∣ · |∆xi | , (1.1)
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Úvod do problematiky numerických metod Chyby v numerických výpočtech

(symbol . má význam
”
p̌ribližně nerovno“) a pro chybu relativńı∣∣∣∣∆f (x)

f (x)

∣∣∣∣ .
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xi

f (x)

∂f (x)

∂xi

∆xi

xi

∣∣∣∣∣ .
n∑

i=1

∣∣∣∣ xi

f (x)

∂f (x)

∂xi

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∆xi

xi

∣∣∣∣ . (1.2)

Při praktických odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jej́ıch derivaćı ∂f /∂xi na
pravých stranách p̌ribližných nerovnost́ı (1.2) a (1.1) poč́ıtaj́ı v bodě x̃.
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Chyby základńıch aritmetických operaćı. Zvoĺıme-li f (x , y) = x ± y ,
dostaneme pomoćı (1.1) a (1.2) pro absolutńı a relativńı chybu součtu a rozd́ılu

∆(x ± y)
.
= ∆x ±∆y ,

∆(x ± y)

x ± y
.
=

x

x ± y

∆x

x
± y

x ± y

∆y

y
. (1.3)

Pro vyjáďreńı chyby součinu voĺıme f (x , y) = xy a obdrž́ıme

∆(xy)
.
= y∆x + x∆y ,

∆(xy)

xy
.
=

∆x

x
+

∆y

y
(1.4)

a pro chybu pod́ılu dostaneme volbou f (x , y) = x/y

∆

(
x

y

)
.
=

1

y
∆x − x

y2
∆y ,

∆(x/y)

x/y
.
=

∆x

x
− ∆y

y
. (1.5)



Úvod do problematiky numerických metod Chyby v numerických výpočtech

Všimněte si, že relativńı chyba součtu resp. rozd́ılu může být výrazně věťśı než
relativńı chyby operandů v p̌ŕıpadě, když |x ± y | je podstatně menš́ı než |x | nebo
|y |. Při děleńı malým č́ıslem zase vzroste chyba absolutńı.
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Platné dekadické cifry. Necht’ x̃ je aproximace č́ısla x , kterou zapǐsme
v mocninném dekadickém rozvoji jako

x̃ = ± [ d1 · 10e + d2 · 10e−1 + · · ·+ dk · 10e+1−k + dk+1 · 10e−k + . . . ] , d1 6= 0 .

Řekneme, že k−tá dekadická cifra dk aproximace x̃ je platná, jestliže

|x̃ − x | ≤ 5 · 10e−k , (1.6)

tj. když se x̃ lǐśı od x nejvýše o 5 jednotek řádu p̌ŕıslušného následuj́ıćı cif̌re.
Plat́ı-li nerovnost (1.6) pro k ≤ p, ale pro k = p + 1 už neplat́ı, ř́ıkáme, že x̃ má
p platných cifer. Č́ıslo x̃ = ± d1d2 . . . dp · 10e+1−p, které má všech p cifer
platných, je správně zaokrouhlenou hodnotou č́ısla x .
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Platná desetinná ḿısta. Řekneme, že aproximace x̃ č́ısla x má k-té desetinné
ḿısto platné, jestliže

|x̃ − x | ≤ 5 · 10−k−1, (1.7)

tj. když se x̃ lǐśı od x nejvýše o 5 jednotek řádu p̌ŕıslušného následuj́ıćımu
desetinnému ḿıstu. Plat́ı-li nerovnost (1.7) pro k ≤ p, ale pro k = p + 1 už
neplat́ı, ř́ıkáme, že x̃ má p platných desetinných ḿıst. Ve správně zaokrouhleném
č́ısle je tedy každé desetinné ḿısto platné.
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V následuj́ıćı tabulce uvád́ıme několik p̌ŕıkladů:

x x̃ platné cifry platná desetinná ḿısta

284 290 1 −
−45,8472 −45,798 3 1

100,002 99,9973 4 2

99,9973 100,002 5 2

−0,003728 −0,0041 1 3

1,841 · 10−6 2,5 · 10−6 0 5
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Při odeč́ıtáńı dvou bĺızkých č́ısel docháźı ke ztrátě platných cifer, jak o tom svědč́ı

Př́ıklad 1.1. Je-li

x = 4,998949 · 101, x̃ = 4,999 · 101, |∆x | = 5,10 · 10−4,

∣∣∣∣∆x

x

∣∣∣∣ .
= 1,020 · 10−5,

y = 5,001848 · 101, ỹ = 5,002 · 101, |∆y | = 1,52 · 10−3,

∣∣∣∣∆y

y

∣∣∣∣ .
= 3,039 · 10−5,

pak pro rozd́ıly z = y − x , z̃ = ỹ − x̃ dostáváme

z = 2,899 · 10−2, z̃ = 3 · 10−2, |∆z | = 1,01 · 10−3,

∣∣∣∣∆z

z

∣∣∣∣ .
= 3,484 · 10−2 ,

takže z̃ má jen jednu platnou cifru, zat́ımco x̃ i ỹ maj́ı čty̌ri platné cifry. 2
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Př́ıklad 1.2. Necht’ x = 1,3262± 5 · 10−5, y = −6,5347± 5 · 10−5,
z = 13,235± 5 · 10−4. Máme určit aproximaci funkčńı hodnoty f = xy/z ,
absolutńı a relativńı chybu a počet platných cifer výsledku.
Spočteme f̃ = x̃ ỹ/z̃ = −6,548031 . . . · 10−1 a dále podle (1.1) dostáváme∣∣∣∣∆f

f̃

∣∣∣∣ .

[ ∣∣∣∣ ỹz̃ ∆x

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ x̃z̃ ∆y

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ x̃ ỹ

z̃2
∆z

∣∣∣∣ ] ∣∣∣∣ x̃ ỹ

z̃

∣∣∣∣−1

=

∣∣∣∣∆x

x̃

∣∣∣∣+∣∣∣∣∆y

ỹ

∣∣∣∣+∣∣∣∣∆z

z̃

∣∣∣∣ .
= 8,31·10−5 .

Odtud |∆f | .
= 8,31 · 10−5 · |f̃ | .

= 5,44 · 10−5 < 5 · 10−1−3 , takže (se ťremi
platnými ciframi) f = −0,6548± 0,0001. 2
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Reálná č́ısla jsou v poč́ıtač́ıch reprezentována v systému č́ısel s pohyblivou řádovou
čárkou (v angličtině floating point numbers). Základńı myšlenka je podobná
semilogaritmickému zápisu (v angličtině scientific notation), v němž nap̌r. č́ıslo
245700 ṕı̌seme jako 2,457 · 105 a č́ıslo 0,0005768 jako 5,768 · 10−4. V tomto
formátu se desetinná čárka pohybuje (v doslovném p̌rekladu

”
plave“) v závislosti

na dekadickém exponentu. Formálně lze systém F normalizovaných č́ısel pohyblivé
řádové čarky charakterizovat čty̌rmi celými č́ısly:
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β základ č́ıselné soustavy (β ≥ 2),
p p̌resnost (p ≥ 1),

[L ,U] rozsah exponentu (L < 0 < U).

Každé č́ıslo x ∈ F má tvar

x = ±m · βe , kde m = d1 +
d2

β
+

d3

β2
+ · · ·+ dp

βp−1

je normalizovaná mantisa, di ∈ {0, 1, . . . , β − 1}, i = 1, 2, . . . , p, jsou cifry
mantisy, p je počet cifer mantisy a e ∈ 〈L,U〉 je celoč́ıselný exponent. Normalizace
mantisy znamená, že pro x 6= 0 je prvá cifra mantisy nenulová, tj. plat́ı d1 ≥ 1,
takže 1 ≤ m < β. Když x = 0, pak je nulová mantisa i exponent, tj. m = e = 0.
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Věťsina poč́ıtač̊u použ́ıvá binárńı aritmetiku, kdy β = 2. Pro stručněǰśı zápis
binárńıch č́ısel se běžně použ́ıvá hexadecimálńı soustava, v ńıž β = 16 (cifry 10 až
15 zapisujeme pomoćı ṕısmen A,B,C,D,E,F), a někdy rovněž oktalová soustava,
kdy β = 8. Výsledky výpočt̊u se zpravidla uváděj́ı v běžné dekadické soustavě, tj.
pro β = 10.
Množina F č́ısel pohyblivé řádové čárky je konečná, počet č́ısel v ńı je

2(β − 1)βp−1(U − L + 1) + 1 ,

nebot’ můžeme volit dvě znaménka, β − 1 možnost́ı pro prvńı cifru mantisy, β
možnost́ı pro zbývaj́ıćıch p − 1 cifer mantisy a U − L + 1 možných hodnot
exponentu. Posledńı jednička odpov́ıdá č́ıslu nula.
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Nejmenš́ı kladné č́ıslo v F je č́ıslo UFL = βL (podle anglického UnderFlow Level),
které má prvńı cifru mantisy rovnu jedné, zbývaj́ıćı cifry mantisy nulové
a exponent nejmenš́ı možný. Nejvěťśı č́ıslo v F je č́ıslo OFL = (β − β1−p)βU

(podle anglického OverFlow Level), které má všechny cifry mantisy rovné β − 1
a exponent nejvěťśı možný.

Zaokrouhlováńı. Reálná č́ısla, která jsou p̌resně zobrazitelná v systému F, se
nazývaj́ı strojová č́ısla. Pokud dané reálné č́ıslo x /∈ F, muśıme ho aproximovat

”
bĺızkým“ strojovým č́ıslem, které znač́ıme f l(x) (podle anglického floating).

Standardńı způsob je zaokrouhleńı: f l(x) je strojové č́ıslo nejbližš́ı k x (když máme
na výběr ze dvou možnost́ı, pak vybereme to strojové č́ıslo, které má posledńı cifru
sudou).



Úvod do problematiky numerických metod Reprezentace č́ısel v poč́ıtači

Strojová p̌resnost. Č́ıslo εm = β1−p se nazývá strojové epsilon nebo také
strojová p̌resnost (anglicky

”
machine epsilon“, označované jako εmach). Význam

č́ısla εm dokládá několik jeho charakteristických vlastnost́ı:

a) v intervalu 〈βe , βe+1〉 jsou strojová č́ısla rozḿıstěna rovnoměrně s krokem
εmβe ;

b) nejvěťśı možná relativńı chyba, která vznikne p̌ri aproximaci reálného č́ısla
v systému F pohyblivé řádové čárky, nep̌resáhne 1

2εm, tj. plat́ı
|f l(x)− x | ≤ 1

2εm|x |;
c) εm je nejvěťśı z kladných č́ısel ε, pro která f l(1 + 1

2ε) = 1.

Je dobré uvědomit si, že εm ∈ F, jen když 1− p ≥ L.
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Př́ıklad 1.3. Prozkoumejme, jaká č́ısla můžeme zobrazit v modelovém binárńım
systému F v p̌ŕıpadě, že mantisa má p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola
č́ıslem L = −3 a shora č́ıslem U = 2, tj. −3 ≤ e ≤ 2.
Uḿıstěńı kladných strojových č́ısel na č́ıselné ose je patrné z obrázku 1.1: nejmenš́ı
z nich UFL= 2−3 = 1/8 a nejvěťśı

1/8 1/2 1 2 4 8−1/2

Obr. 1.1: Strojová č́ısla

OFL= (2− 2−3) · 22 = 8− 1/2. Všimněte si, že v každém binárńım intervalu
2e ≤ x ≤ 2e+1 jsou č́ısla rozložena rovnoměrně s krokem εm2e . Tak ťreba mezi 1
a 2, tj. pro e = 0, je vzdálenost dvou sousedńıch č́ısel rovna εm = 1/8. Systém F
obsahuje 48 kladných č́ısel, 48 záporných č́ısel a nulu, tj. celkem 97 č́ısel. 2
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Standard IEEE. V poč́ıtač́ıch vyvinutých po roce 1985 se reálná č́ısla zobrazuj́ı
prakticky výhradně podle standardu IEEE, a to zpravidla v těchto p̌resnostech:

a) Jednoduchá p̌resnost. Použij́ı se 4 bajty, tj. 32 bit̊u, z toho 23 bit̊u pro
mantisu, 8 bit̊u pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Protože mantisa
je normalizovaná, pro x 6= 0 je d1 = 1. Tato cifra se neukládá, takže počet
cifer mantisy p = 24. Rozsah exponentu je −126 ≤ e ≤ 127. Zobrazit lze
dekadická č́ısla s absolutńı hodnotou v rozsahu

UFL = 2−126 .
= 1,2× 10−38 až OFL = (2− 2−23)× 2127 .

= 3,4× 1038

a nulu (má všechny bity nulové). Strojová p̌resnost εm = 2−23 .
= 1,2× 10−7.

Ř́ıkáme, že mantisa má zhruba 7 dekadických cifer p̌resnosti.
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b) Dvojnásobná p̌resnost. Použije se 8 bajt̊u, tj. 64 bit̊u, z toho 52 bit̊u pro
mantisu, 11 bit̊u pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvńı bit
mantisy se neukládá (pro x 6= 0 je d1 = 1), takže mantisa má p = 53 cifer.
Rozsah exponentu je
−1022 ≤ e ≤ 1023. Zobrazit lze dekadická č́ısla s absolutńı hodnotou
v rozsahu

UFL = 2−1022 .
= 2,2× 10−308 až OFL = (2− 2−52)× 21023 .

= 1,8× 10308

a nulu (má všechny bity nulové). Strojová p̌resnost εm = 2−52 .
= 2,2× 10−16.

Ř́ıkáme, že mantisa má zhruba 16 dekadických cifer p̌resnosti.
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Podle IEEE standardu existuje také binárńı reprezentace INF pro výrazy typu +∞
(ťreba výsledek operace 1/0), −INF pro výrazy typu −∞ (ťreba výsledek operace
−1/0) a NAN (not a number) pro výrazy typu 0/0, ∞−∞ a 0× (±∞) (ťreba
výsledek operace 1/0− 2/0). Systém F je na věťsině poč́ıtač̊u rozš́ı̌ren o tzv.
subnormálńı č́ısla, což jsou nenulová nenormalizovaná č́ısla s nejmenš́ım možným
exponentem e = L. Nejmenš́ı kladné subnormálńı č́ıslo UFLs = εm · UFL, tj. v
jednoduché p̌resnosti UFLs

.
= 1, 4 · 10−45 a ve dvojnásobné p̌resnosti

UFLs
.
= 4, 9 · 10−324.
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Poč́ıtačová aritmetika. Necht’ x , y ∈ F jsou strojová č́ısla, op je některá ze
základńıch aritmetických operaćı +,−,×,/ a flop je odpov́ıdaj́ıćı operace
prováděná poč́ıtačem v režimu pohyblivé řádové čárky podle IEEE standardu.
Pokud je x flop y ∈ F zobrazitelné strojové č́ıslo, pak x flop y = f l(x op y). To
znamená, že výsledek aritmetické operace provedené v poč́ıtači je stejný, jako
když operaci provedeme p̌resně a pak źıskaný výsledek vlož́ıme do poč́ıtače.

Přetečeńı, podtečeńı. Jestliže je absolutńı hodnota výsledku aritmetické operace
věťśı než OFL, docháźı k tzv. p̌retečeńı, a je-li naopak absolutńı hodnota
nenulového výsledku menš́ı než UFL (resp. UFLs na poč́ıtač́ıch se subnormálńımi
č́ısly), docháźı k tzv. podtečeńı. Dojde-li p̌ri běhu programu k p̌retečeńı, systém
vydá varováńı a výpočet p̌reruš́ı. V p̌ŕıpadě podtečeńı situace neńı tak vážná:
výsledek se nahrad́ı nulou a výpočet pokračuje bez p̌rerušeńı. Reakci programu na
p̌retečeńı však může poučený programátor sám ř́ıdit.
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Korektńı úlohy. Matematickou úlohu lze chápat jako zobrazeńı y = f (x), které
ke každému vstupńımu údaji x z množiny D vstupńıch dat p̌rǐrad́ı výsledek y
z množiny R výstupńıch dat. Řekneme, že matematická úloha

y = f (x) , x ∈ D , y ∈ R ,

je korektńı, když

1) ke každému vstupu x ∈ D existuje jediné řešeńı y ∈ R,

2) toto řešeńı záviśı spojitě na vstupńıch datech, tj. když x → a, potom
f (x) → f (a).
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Velkou ťŕıdu nekorektńıch úloh tvǒŕı nejednoznačně řešitelné úlohy. Nekorektńı
úlohy se nedaj́ı rozumně řešit a proto se jimi nebudeme v̊ubec zabývat.

Podḿıněnost úloh. Budeme ř́ıkat, že korektńı úloha je dob̌re podḿıněná, jestliže
malá změna ve vstupńıch datech vyvolá malou změnu řešeńı. Je-li y + ∆y resp. y
řešeńı úlohy odpov́ıdaj́ıćı vstupńım dat̊um x + ∆x resp. x , potom č́ıslo

Cp =
|∆y |/|y |
|∆x |/|x |

=
|relativńı chyba na výstupu|
|relativńı chyba na vstupu|

(1.8)

(kde ḿısto absolutńıch hodnot jsou obecně normy, viz kap. 2) nazýváme č́ıslo
podḿıněnosti úlohy y = f (x). Je-li Cp ≈ 1, je úloha dob̌re podḿıněná. Pro velká
Cp, nap̌r. pro Cp > 100, je úloha špatně podḿıněná. Mı́sto o dobré nebo špatné
podḿıněnosti mluv́ıme někdy o malé nebo velké citlivosti vzhledem ke vstupńım
dat̊um.
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Př́ıklad 1.4. Odhadněte č́ıslo podḿıněnosti úlohy: stanovit funkčńı hodnotu
(diferencovatelné) funkce y = f (x). Z (1.2) plyne, že

Cp
.
=

∣∣∣∣xf ′(x)

f (x)

∣∣∣∣ . (1.9)

Konkrétně pro funkci f (x) = tg x dostaneme Cp
.
= |2x/ sin 2x |. Výpočet tg x je

velmi citlivý pro x bĺızké celoč́ıselnému násobku π/2. Třeba pro x = 1,57079 je
Cp

.
= 2,48 · 105.

Výsledek můžeme ově̌rit také p̌ŕımým výpočtem podle vzorce (1.8), pro
∆x = 10−9 dostaneme opět Cp

.
= 2,48 · 105. 2
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Č́ıslo podḿıněnosti definované podle (1.8) se někdy označuje jako relativńı č́ıslo
podḿıněnosti. Věťsinou je to vhodné mě̌ŕıtko citlivosti, je-li však x nebo y rovno
nule, použ́ıt ho nelze. V takových p̌ŕıpadech lze zkusit absolutńı č́ıslo
podḿıněnosti definované jako C̄p = |∆y | /|∆x |.

Př́ıklad 1.5. Posoud́ıme citlivost výpočtu funkčńı hodnoty f (x) = x2 − 1. Pro
kǒreny x1,2 = ±1 neńı relativńı č́ıslo podḿıněnosti definováno. Stejný závěr
potvrzuje vyjáďreńı Cp

.
= |2x2/(x2 − 1)| odvozené podle (1.9). Absolutńı č́ıslo

podḿıněnosti je

C̄p =

∣∣∣∣ f (x + ∆x)− f (x)

∆x

∣∣∣∣ .
= |f ′(x)| ,

tj. pro f (x) = x2 − 1 je C̄p
.
= |2x | a speciálně pro x = ±1 dostaneme C̄p

.
= 2.

2
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Stabilita algoritmu. Při realizaci numerické metody na poč́ıtači vznikaj́ı
zaokrouhlovaćı chyby, nejďŕıve ve vstupńıch datech a pak v pr̊uběhu výpočtu p̌ri
prováděńı aritmetických operaćı. Chceme-li se p̌ri výpočtech vyvarovat
nesmyslných výsledk̊u, muśıme si vyb́ırat tzv. stabilńı algoritmy, které jsou k š́ı̌reńı
zaokrouhlovaćıch chyb málo citlivé. Aby byl algoritmus stabilńı, muśı být

1) dob̌re podḿıněný, tj. málo citlivý na poruchy ve vstupńıch datech,

2) numericky stabilńı, tj. málo citlivý na vliv zaokrouhlovaćıch chyb vznikaj́ıćıch
během výpočtu.
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Př́ıklad 1.6. Kvadratická rovnice x2 − 2bx + c = 0 má řešeńı

x1,2 = b ± d , (A1)

kde d =
√

b2 − c . Jestliže |b| .
= |d |, pak se p̌ri výpočtu jednoho z kǒrenů budou

odeč́ıtat dvě p̌ribližně stejně velká č́ısla téhož znaménka, což vede, jak už v́ıme, ke
vzniku velké relativńı chyby (viz (1.3) a p̌ŕıklad 1.1). Výpočet podle algoritmu
(A1) tedy obecně stabilńı neńı. Existuje však snadná pomoc: protože x1x2 = c ,
můžeme postupovat takto:

x1 =

{
b + d , je-li b ≥ 0,

b − d , je-li b < 0,
x2 = c/x1. (A2)

Algoritmus (A2) nedostatek algoritmu (A1) odstraňuje, tj. je stabilńı. 2
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Př́ıklad 1.7. Poč́ıtejme integrál

En =

∫ 1

0

xnex−1 dx pro n = 1, 2, . . .

Integraćı per-partes dostaneme∫ 1

0

xnex−1 dx = [xnex−1]10 −
∫ 1

0

nxn−1ex−1 dx ,

nebo-li
En = 1− nEn−1 . (F)

Protože E1 = 1/e, můžeme p̌ri výpočtu En postupovat podle algoritmu

E1 = 1/e , En = 1− nEn−1 , n = 2, 3, . . . (A1)

Výpočet jsme provedli na poč́ıtači v jednoduché p̌resnosti (tj. cca na 7 platných
cifer), a pro n = 12 jsme dostali E12

.
= −4,31. To je ale zcela nep̌rijatelný

výsledek, nebot’ pro kladný integrand nemůžeme dostat zápornou hodnotu
integrálu! Tento jev je způsoben t́ım, že p̌ri výpočtu En se chyba obsažená v En−1

násob́ı n−krát, takže celková chyba roste podobně jako n!.



Úvod do problematiky numerických metod Podḿıněnost úloh a algoritmů

Algoritmus(A1) je tedy nestabilńı. Vzniká otázka, zda můžeme vypoč́ıtat E12

užit́ım rekurentńı formule (F ) tak, aby výsledek měl všech 7 cifer platných. Možné
to je, muśıme ale použ́ıt jiný algoritmus. Přeṕı̌seme-li formuli (F ) na tvar

En−1 =
1− En

n
,

bude se chyba vstupuj́ıćı do každého kroku dělit n. Z odhadu

En =

∫ 1

0

xnex−1 dx ≤
∫ 1

0

xn dx =
1

n + 1

vyplývá, že En → 0 pro n →∞. Při výpočtu proto budeme postupovat podle
algoritmu

EN = 0 , En−1 =
1− En

n
, n = N,N − 1, . . . , (A2)

kde N je dostatečně velké. Zvoĺıme-li N = 20, dostaneme E12
.
= 7,177325 · 10−2,

což je hodnota, která má 7 cifer platných.
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Jestliže výpočet provád́ıme ve dvojnásobné p̌resnosti (cca 16 platných cifer),
dostaneme obdobné výsledky. Rozd́ıl je pouze v tom, že výpočet algoritmem (A1)
se

”
pokaźı“ až pro věťśı n; pro n = 20 už ale vyjde nesmyslná hodnota

E20
.
= −30,19. Stabilńım algoritmem (A2) pro N = 35 dostaneme

E20
.
= 4,554488407581805 · 10−2 s 16-ti platnými ciframi. 2

Daľśı p̌ŕıklady věnované podḿıněnosti problémů a zejména algoritmů uvedeme
postupně v následuj́ıćıch kapitolách.
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