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Jednou z nejčastěji se vyskytuj́ıćıch úloh výpočetńı praxe je úloha vy̌rešit soustavu
lineárńıch rovnic. Takové soustavy bývaj́ı často velmi rozsáhlé, současná výpočetńı
technika umožňuje v p̌rijatelných časech vy̌rešit soustavy s několika milióny
neznámých. Metody řešeńı děĺıme na p̌ŕımé a iteračńı. Př́ımé metody jsou takové
metody, které dodaj́ı v konečném počtu krok̊u p̌resné řešeńı za p̌redpokladu, že
výpočet prob́ıhá bez zaokrouhlovaćıch chyb, tedy zcela p̌resně. Iteračńı metody
poskytnou jen řešeńı p̌ribližné. To ale v̊ubec nevad́ı, pokud je p̌ribližné řešeńı
dostatečně dobrou aproximaćı řešeńı p̌resného. Počet krok̊u iteračńı metody záviśı
na požadované p̌resnosti.
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Budeme se tedy zabývat řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1 ,
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2 ,

...
...

an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn .

(2.1)

Budeme p̌redpokládat, že matice soustavy je regulárńı, takže řešená soustava má
jediné řešeńı.
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Soustavu (2.1) můžeme psát ve tvaru

n∑
j=1

aijxj = bi , i = 1, 2, . . . , n, (2.2)

nebo v maticovém tvaru
Ax = b , (2.3)

kde

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 , x =


x1

x2

...
xn

 , b =


b1

b2

...
bn

 .

Matici A nazýváme matićı soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor
neznámých.
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Podḿıněnost
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Gaussova eliminačńı metoda

Základńı p̌ŕımou metodou řešeńı soustav lineárńıch rovnic je Gaussova eliminačńı
metoda, stručně GEM. Skládá se ze dvou část́ı. V p̌ŕımém chodu GEM se soustava
(2.1) p̌revede na ekvivalentńı soustavu

Ux = c , (2.4)

kde U je tzv. horńı trojúhelńıková matice, což je matice, která má pod hlavńı
diagonálou všechny prvky nulové, tj. U = {uij}n

i,j=1 a uij = 0 pro i > j ,

U =



u11 u12 u13 · · · u1,n−1 u1n

0 u22 u23 · · · u2,n−1 u2n

0 0 u33 · · · u3,n−1 u3n

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 un−1,n−1 un−1,n

0 0 0 · · · 0 unn


.
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Ve zpětném chodu se pak řeš́ı soustava (2.4). Protože A je regulárńı, je také U
regulárńı, což znamená, že diagonálńı prvky uii 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. D́ıky tomu
vypočteme z posledńı rovnice xn, z p̌redposledńı xn−1 atd. až nakonec z prvńı
rovnice vypočteme x1.

Př́ımý chod GEM. Pro usnadněńı popisu p̌ŕımého chodu GEM polož́ıme

A(0) = A, b(0) = b, prvky matice matice A(0) označ́ıme a
(0)
ij ≡ aij a prvky vektoru

b(0) označ́ıme b
(0)
i ≡ bi .
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Př́ımý chod GEM popisuje následuj́ıćı

algoritmus GEMz (základńı, bez výběru hlavńıho prvku):

for k := 1 to n − 1 do
begin

A(k) := A(k−1) ; b(k) := b(k−1) ;
for i := k + 1 to n do
begin

mik := a
(k)
ik /a

(k)
kk ;

for j := k + 1 to n do a
(k)
ij := a

(k)
ij −mika

(k)
kj ;

b
(k)
i := b

(k)
i −mikb

(k)
k ;

end
end
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Př́ımý chod má n − 1 krok̊u. V k-tém kroku se soustava rovnic A(k−1)x = b(k−1)

transformuje na soustavu A(k)x = b(k). Prvńıch k rovnic se už neměńı. Tato
skutečnost je v algoritmu GEMz vyjáďrena p̌ŕıkazy A(k) := A(k−1)

a b(k) := b(k−1). Smyslem transformace je vyloučit neznámou xk z rovnic i > k,
tj. vynulovat poddiagonálńı koeficienty v k-tém sloupci matice A(k). Dosáhneme
toho tak, že od i-té rovnice odečteme mik násobek k-té rovnice. Multiplikátory
mik musej́ı zajistit, aby v pozici (i , k) matice A(k) vznikla nula:

a
(k)
ik −mika

(k)
kk = 0 =⇒ mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk .

Č́ıslo a
(k)
kk se nazývá hlavńı prvek nebo také pivot. Při výpočtu multiplikátoru mik

může algoritmus GEMz zhavarovat v p̌ŕıpadě, že a
(k)
kk = 0. Tomuto problému

bychom se mohli vyhnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s některou z daľśıch
rovnic, která má u proměnné xk nenulový koeficient. Postup založený na této
myšlence se nazývá GEM s výběrem hlavńıho prvku. Podrobně se j́ım budeme
zabývat v následuj́ıćım odstavci. GEMz je tedy algoritmus GEM bez výběru
hlavńıho prvku.
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V tomto odstavci budeme p̌redpokládat, že A je taková matice soustavy, pro

kterou jsou všechny hlavńı prvky a
(k)
kk nenulové.

Programováńı. Prvky matic A(k) uchováváme v dvourozměrném poli A a prvky
vektor̊u b(k) v jednorozměrném poli b. Př́ıkazy A(k) := A(k−1) a b(k) := b(k−1) se
proto ve skutečnosti neprováděj́ı. Protože v pozici (i , k) pole A vznikne nula, lze
prvek A[i,k] využ́ıt pro

”
uskladněńı“ multiplikátoru mik .
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LU rozklad. Po ukončeńı p̌ŕımého chodu je horńı trojúhelńıková matice U
v rovnici (2.4) určena diagonálńımi a naddiagonálńımi prvky matice A(n−1), tj.

uij :=

{
0 pro j = 1, 2, . . . , i − 1 ,

a
(n−1)
ij pro j = i , i + 1, . . . , n ,

i = 1, 2, . . . , n . (2.5)

Vektor c v (2.4) je transformovanou pravou stranou b(n−1), tj.

ci := b
(n−1)
i , i = 1, 2, . . . , n. (2.6)
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Multiplikátory mij z p̌ŕımého chodu uḿıst́ıme do dolńı trojúhelńıkové matice
L = {`ij}n

i,j=1, `ij = 0 pro j > i ,

L =



`11 0 0 · · · 0 0
`21 `22 0 · · · 0 0
`31 `32 `33 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
`n−1,1 `n−1,2 `n−1,3 . . . `n−1,n−1 0
`n1 `n2 `n3 · · · `n,n−1 `nn


,

definované p̌redpisem

`ik :=

 0 pro i = 1, 2, . . . , k − 1 ,
1 pro i = k ,
mik pro i = k + 1, k + 2, . . . , n ,

k = 1, 2, . . . , n . (2.7)
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Dá se ukázat, že plat́ı
A = LU . (2.8)

Vyjáďreńı matice A jako součinu dolńı trojúhelńıkové matice L a horńı
trojúhelńıkové matice U se nazývá LU rozklad matice A. Ten je možné použ́ıt
k pozděǰśımu řešeńı soustavy rovnic se stejnou matićı soustavy A, avšak s jinou
pravou stranou. To je užitečné zejména p̌ri řešeńı posloupnosti úloh Axi = bi , kdy
se nová pravá strana bi může sestavit až poté, co se vy̌rešily p̌redchoźı soustavy
Axk = bk pro k < i .

Ukažme si, jak lze soustavu LUx = b efektivně vy̌rešit. Když si označ́ıme Ux = y,
vid́ıme, že y je řešeńı soustavy Ly = b. Urč́ıme tedy nejďŕıve y jako řešeńı
soustavy Ly = b a pak x jako řešeńı soustavy Ux = y, tj.

Ly = b , Ux = y . (2.9)

Zřejmě y = b(n−1) je transformovaná pravá strana źıskaná algoritmem GEMz.
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Soustavu Ly = b vy̌reš́ıme snadno, z prvńı rovnice vypoč́ıtáme y1, ze druhé
rovnice y2 atd. až nakonec z posledńı rovnice vypoč́ıtáme yn. Soustavu Ux = y
řeš́ıme pozpátku, tj. z posledńı rovnice vypočteme xn, z p̌redposledńı xn−1 atd. až
nakonec z prvńı rovnice vypočteme x1.
Při řešeńı soustav rovnic bývá LU rozklad označován také jako eliminace nebo
p̌ŕımý chod a výpočet řešeńı podle (2.9) bývá označován jako zpětný chod.

Kdy lze algoritmus GEMz použ́ıt? Jak jsme již uvedli, slabým ḿıstem algoritmu
GEMz může být výpočet multiplikátoru mik , nebot’ obecně nelze vyloučit, že

v pr̊uběhu eliminace vznikne a
(k)
kk = 0. V aplikaćıch se však poměrně často řeš́ı

soustavy rovnic, pro které nulový pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemůže.
Abychom takové soustavy mohli popsat, zavedeme si několik nových pojmů.
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Řekneme, že matice A = {aij}n
i,j=1 je ryze diagonálně dominantńı, jestliže

|aii | >
n∑

j = 1
j 6= i

|aij | , i = 1, 2, . . . , n , (2.10)

nebo-li slovy, v každém řádku je absolutńı hodnota diagonálńıho prvku věťśı než
součet absolutńıch hodnot zbývaj́ıćıch prvk̊u tohoto řádku. I když matice A
soustavy rovnic Ax = b diagonálně dominantńı neńı, lze někdy vhodným

”
p̌reskládáńım“ rovnic doćılit toho, že matice Â takto vzniklé ekvivalentńı

soustavy rovnic Âx = b̂ už diagonálně dominantńı je.
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V aplikaćıch se také poměrně často setkáváme s tzv. pozitivně definitńımi
maticemi. Takové matice lze specifikovat pomoćı řady navzájem ekvivalentńıch
definic. Jednu z nich si ted’ uvedeme: řekneme, že symetrická matice
A = {aij}n

i,j=1 je pozitivně definitńı, jestliže

pro každý nenulový sloupcový vektor x = (x1, x2, . . . , xn)
T plat́ı

xTAx =
n∑

i,j=1

xiaijxj > 0 . (2.11)

Ově̌rit p̌ŕımo tuto podḿınku neńı snadné. Je-li však A regulárńı, pak z (2.11)
témě̌r okamžitě plyne, že ATA je pozitivně definitńı. (Dokažte to!) Vynásob́ıme-li
tedy soustavu rovnic Ax = b zleva matićı AT , dostaneme ekvivalentńı soustavu
ATAx = ATb s pozitivně definitńı matićı soustavy. Tento postup se však pro
praktické řešeńı soustav rovnic nehod́ı (operace ATA vyžaduje velký objem
výpočt̊u, u iteračńıch metod se nav́ıc významně zhořsuje rychlost konvergence).
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Při řešeńı konkrétńıch praktických úloh bývá obvykle už p̌redem známo (z povahy
řešeného problému a ze způsobu jeho diskretizace), zda matice vznikaj́ıćıch
soustav lineárńıch rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivně definitńı. Uved’me si však
p̌resto alespoň jednu často uváděnou (nutnou a postačuj́ıćı) podḿınku pozitivńı
definitnosti, známou jako

Sylvesterovo kritérium. Čtvercová symetrická matice A = {aij}n
i,j=1 je pozitivně

definitńı, právě když jsou kladné determinanty všech hlavńıch rohových submatic
{aij}k

i,j=1, k = 1, 2, . . . , n, tj. když plat́ı

a11 > 0 ,

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0 ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0 , . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ > 0 . 2
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Dá se ukázat, že algoritmus GEMz lze použ́ıt pro řešeńı soustav, jejichž matice je
bud’to ryze diagonálně dominantńı nebo pozitivně definitńı. Úspěšné použit́ı
algoritmu GEMz lze zaručit také pro daľśı typy matic, které se p̌ri řešeńı
praktických úloh často vyskytuj́ı (viz nap̌r. [Fiedler], [Meurant]).
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Výpočtová náročnost GEM. Př́ımý chod GEM vyžaduje 1
3n3 + O(n2) operaćı

násobićıch (tj. násobeńı nebo děleńı) a 1
3n3 + O(n2) operaćı sč́ıtaćıch (tj. sč́ıtáńı

nebo odeč́ıtáńı). Symbolem O(n2) jsme p̌ritom vyjáďrili řádově méně významný
počet operaćı řádu n2 (tvaru α2n

2 + α1n + α0, kde α2, α1, α0 jsou č́ısla nezávislá
na n). Člen 1

3n3 souviśı s transformaćı matice soustavy. Počet operaćı souvisej́ıćıch
s transformaćı pravé strany je o řád nižš́ı a je tedy zahrnut do členu O(n2).

Zpětný chod GEM je výpočetně podstatně méně náročný. Řešeńı soustavy rovnic
s trojúhelńıkovou matićı vyžaduje 1

2n2 + O(n) operaćı násobićıch a 1
2n2 + O(n)

operaćı sč́ıtaćıch. Přitom O(n) reprezentuje počet operaćı řádu n (tvaru α1n + α0,
kde α1, α0 jsou č́ısla nezávislá na n).

”
GEM zpětný chod“, tj. výpočet x ze

soustavy (2.4), proto vyžaduje 1
2n2 + O(n) operaćı a

”
LU zpětný chod“, tj.

výpočet y a x ze soustav (2.9), vyžaduje dvojnásobný počet operaćı, tj. n2 + O(n).

Pro velký počet rovnic, tj. pro velké n, proto můžeme tvrdit, že eliminace vyžaduje
p̌ribližně 1

3n3 operaćı a GEM resp. LU zpětný chod p̌ribližně 1
2n2 resp. n2 operaćı

(násobićıch a stejně tak sč́ıtaćıch).
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Choleského rozklad. Pozitivně definitńı matici A lze vyjáďrit ve tvaru

A = LLT , (2.12)

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, jej́ıž nenulové prvky jsou postupně pro
k = 1, 2, . . . , n určeny p̌redpisem

`kk =

√√√√akk −
k−1∑
j=1

`2
kj , (2.13)

`ik =
1

`kk

aik −
k−1∑
j=1

`ij`kj

 , i = k + 1, k + 2, . . . , n .

Soustavu rovnic řeš́ıme podle (2.9) pro U = LT .
Vyjáďreńı matice A ve tvaru (2.12) se nazývá Choleského rozklad matice A.
Choleského rozklad vyžaduje p̌ribližně polovičńı výpočtové náklady oproti
obecnému LU rozkladu, tedy p̌ribližně 1

6n3 operaćı násobićıch a zhruba stejný
počet operaćı sč́ıtaćıch (výpočet odmocnin nemá na celkový počet operaćı
podstatný vliv).
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Výběr hlavńıho prvku

Začneme p̌ŕıkladem.

Př́ıklad 2.1. Máme vy̌rešit soustavu rovnic10 −7 0
−3 2,099 6
5 −1,1 4,8

x1

x2

x3

 =

 7
3,901
5,9


na hypotetickém poč́ıtači, který pracuje v dekadické soustavě s pětiḿıstnou
mantisou. Přesné řešeńı je

x =

 0
−1

1

 .
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V prvńım kroku eliminujeme poddiagonálńı prvky v prvńım sloupci a dostaneme10 −7 0
0 −0,001 6
0 2,4 4,8

x1

x2

x3

 =

 7
6,001
2,4


Prvek v pozici (2, 2) je ve srovnáńı s ostatńımi prvky matice malý. Přesto
pokračujme v eliminaci. V daľśım kroku je ťreba ke ťret́ımu řádku p̌rič́ıst řádek
druhý násobený 2400:

(4,8 + 6 · 2400) · x3 = 2,4 + 6,001 · 2400 .

Na levé straně je koeficient 4,8 + 6 · 2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na
pravé straně výsledek násobeńı 6,001 · 2400 = 14402,4 nelze zobrazit p̌resně, muśı
být zaokrouhlen na 14402. K tomu se pak p̌ričte 2,4 a znovu dojde
k zaokrouhleńı. Posledńı rovnice tak nabude tvaru

14405 x3 = 14404 .

Zpětný chod začne výpočtem

x3 =
14404

14 405
.
= 0,99993 .
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Přesný výsledek je x3 = 1. Zdá se, že chyba neńı nijak vážná. Bohužel, x2 je ťreba
určit z rovnice

−0,001 x2 + 6 · 0,99993 = 6,001,

což dává, po zaokrouhleńı 6 · 0,99993
.
= 5,9996,

x2 =
0,0014

−0,001
= −1,4.

Nakonec vypočteme x1 z prvńı rovnice

10x1 − 7 · (−1,4) = 7

a dostaneme x1 = −0,28. Mı́sto p̌resného řešeńı x jsme dostali p̌ribližné řešeńı

x̃ =

 −0,28
−1,4

0,99993

 .

Kde vznikl problém? Nedošlo k žádnému hromaděńı chyb způsobenému
prováděńım tiśıc̊u operaćı. Matice soustavy neńı bĺızká matici singulárńı. Pot́ıž je
jinde, působ́ı ji malý pivot ve druhém kroku eliminace. T́ım vznikne multiplikátor
2400 a v důsledku toho má posledńı rovnice koeficienty zhruba 1000 krát věťśı než
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koeficienty původńı rovnice. Zaokrouhlovaćı chyby, které jsou malé vzhledem
k těmto velkým koeficient̊um, jsou nep̌rijatelné pro koeficienty původńı matice
a také pro samotné řešeńı.
Snadno se prově̌ŕı, že když druhou a ťret́ı rovnici prohod́ıme, nevzniknou žádné
velké multiplikátory a výsledek je zcela p̌resný. Ukazuje se, že to plat́ı obecně:
jestliže jsou absolutńı hodnoty multiplikátor̊u menš́ı nebo nejvýše rovny 1, pak je
numericky spočtené řešeńı vyhovuj́ıćı. 2
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Částečný výběr hlavńıho prvku je modifikace GEM zajǐst’uj́ıćı, aby absolutńı
hodnota multiplikátor̊u byla menš́ı nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se
jako pivot vyb́ırá prvek s nejvěťśı absolutńı hodnotou v zat́ım neeliminované části

k-tého sloupce matice A(k−1), tj. mezi prvky a
(k−1)
ik pro i ≥ k. Necht’ tedy r je

takový řádkový index, pro který

|a(k−1)
rk | = max

k≤i≤n
|a(k−1)

ik | . (2.14)

Pak prohod́ıme k-tou a r -tou rovnici. Ze soustavy rovnic A(k−1)x = b(k−1) tak
dostaneme soustavu A(k)x = b(k), p̌ričemž A(k) źıskáme prohozeńım k-tého
a r -tého řádku matice A(k−1) a podobně b(k) źıskáme prohozeńım k-tého a r -tého
prvku vektoru b(k−1).
Poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci matice A(k) eliminujeme stejně jako
v algoritmu GEMz.
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Obr. 2.1: GEM s částečným výběrem hlavńıho prvku (v kroužku)
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Úplný výběr hlavńıho prvku je postup, který může absolutńı hodnoty
multiplikátor̊u zmenšit ještě výrazněji. Dociluje se toho t́ım, že v k-tém kroku
eliminace se jako pivot vyb́ırá prvek s nejvěťśı absolutńı hodnotou v dosud
neeliminované části matice A(k−1), tj. v řádćıch i ≥ k a sloupćıch j ≥ k. Necht’

tedy r je řádkový a s sloupcový index vybraný tak, že

|a(k−1)
rs | = max

k≤i,j≤n
|a(k−1)

ij | . (2.15)

Pak prohod́ıme k-tou a r -tou rovnici a k-tou a s-tou neznámou. Ze soustavy
rovnic A(k−1)x(k−1) = b(k−1) dostaneme soustavu A(k)x(k) = b(k), p̌ričemž A(k)

źıskáme prohozeńım k-tého a r -tého řádku a k-tého a s-tého sloupce matice
A(k−1), b(k) źıskáme prohozeńım k-tého a r -tého prvku vektoru b(k−1) a x(k)

źıskáme prohozeńım k-tého
a s-tého prvku vektoru x(k−1). Přitom x(0) = x je původńı vektor neznámých.
Prohazováńı proměnných registrujeme ve vektoru p = (p1, p2, . . . , pn)

T . Na
počátku polož́ıme pi = i a p̌ri každém prohozeńı proměnných prohod́ıme také
odpov́ıdaj́ıćı prvky vektoru p.
Po ukončeńı p̌ŕımého chodu je i-tá složka vektoru x(n−1) rovna pi -té složce
původńıho vektoru x. Ve zpětném chodu vypočteme x(n−1) a pomoćı vektoru p
urč́ıme x.
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Obr. 2.2: GEM s úplným výběrem hlavńıho prvku (v kroužku)
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Částečný nebo úplný výběr hlavńıho prvku? Věťsinou se použ́ıvá jen částečný
výběr hlavńıho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, že i částečný výběr hlavńıch prvk̊u
stač́ı k tomu, aby zaokroulovaćı chyby z̊ustaly dostatečně malé a neznehodnotily
výsledné řešeńı. Daľśım důvodem, proč částečnému výběru hlavńıch prvk̊u dáváme
p̌rednost, je to, že jeho realizace vyžaduje výrazně menš́ı počet operaćı než výběr
úplný.

LU rozklad s částečným výběrem hlavńıho prvku je standardńı rutina
dostupná v každé knihovně programů pro numerické řešeńı úloh lineárńı algebry.
Vstupńım parametrem je matice A. Výstupńı parametry jsou ťri: dolńı
trojúhelńıková matice L (s jedničkami na hlavńı diagonále), horńı trojúhelńıková
matice U a tzv. permutačńı matice P, p̌ričemž

LU = PA . (2.16)

Přitom permutačńı matice je taková matice, která vznikne z jednotkové matice
nějakým proházeńım jej́ıch řádk̊u. Následuje popis algoritmu pro LU rozklad
matice A s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u.
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Algoritmus LUp (s částečným výběrem hlavńıho prvku)

1) Polož́ıme A(0) = A, P(0) = I.

2) Postupně pro k = 1, 2, . . . , n − 1 provád́ıme

2a) Urč́ıme index r pivotńıho řádku, viz (2.14).
2b) Prohod́ıme řádky k a r v matici A(k−1) a takto źıskanou matici označ́ıme jako

A(k). Prohod́ıme rovněž řádky k a r v matici P(k−1) a takto źıskanou matici
označ́ıme jako P(k).

2c) Uprav́ıme matici A(k) tak, že eliminujeme poddiagonálńı prvky v k-tém
sloupci, tj. postupně pro i = k + 1, k + 2, . . . , n poč́ıtáme

mik := a
(k)
ik /a

(k)
kk ,

a
(k)
ij := a

(k)
ij −mika

(k)
kj pro j = k + 1, k + 2, . . . , n,

a
(k)
ik := mik .

Do anulovaných pozic (i , k) matice A(k) tedy ukládáme multiplikátory mik .

3) Dolńı trojúhelńıkovou matici L sestroj́ıme tak, že do hlavńı diagonály dáme
jedničky a poddiagonálńı prvky p̌revezmeme z výsledné matice A(n−1). Horńı
trojúhelńıkovou matici U dostaneme z diagonálńıch a naddiagonálńıch prvk̊u
výsledné matice A(n−1). Permutačńı matice P je rovna výsledné permutačńı
matici P(n−1).
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Po źıskáńı matic L, U a P vy̌reš́ıme už soustavu rovnic Ax = b snadno. Zřejmě

PAx = Pb =⇒ LUx = Pb .

Proto nejďŕıve urč́ıme vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany proháźıme
stejně, jako jsme prohazovali řádky matic A(k−1) a P(k−1) v algoritmu LUp.
Označ́ıme-li Ux = y, vid́ıme, že y je řešeńı soustavy Ly = z. Vy̌rešeńım této
soustavy dostaneme y. Zbývá ještě vy̌rešit soustavu Ux = y a řešeńı x je nalezeno.
Shrneme-li to, poč́ıtáme postupně z, y a x z rovnic

z = Pb , Ly = z , Ux = y . (2.17)

Uchovávat historii prohazováńı řádk̊u v matici P je žrejmé plýtváńı pamět’ovým
ḿıstem, vždyt’ z celkového počtu n2 prvk̊u matice P je jich pouze n nenulových.
Proto ḿısto s matićı P stač́ı pracovat jen s vektorem řádkových permutaćı p.
Na začátku polož́ıme p(0) = (1, 2, . . . , n)T a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p(k−1). Matice P byla zapoťreb́ı jen pro sestaveńı vektoru z. To ale
dokážeme s pomoćı vektoru p také: do i-té složky vektoru z vlož́ıme pi -tou složku
vektoru b, postupně pro i = 1, 2, . . . , n.
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Př́ıklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice

A =


−0,4 −0,95 −0,4 −7,34

0,5 −0,3 2,15 −2,45
−2 4 1 −3
−1 5,5 2,5 3,5

 .

V prvńım sloupci najdeme jako pivota č́ıslo −2 ve ťret́ım řádku. Proto prohod́ıme
prvńı a ťret́ı řádek. Pak eliminujeme poddiagonálńı prvky v prvńım sloupci a na
jejich ḿısta zaṕı̌seme použité multiplikátory. Prohozeńı řádk̊u vyznač́ıme také
v permutačńım vektoru.
Tak dostaneme

A(1) =


−2 4 1 −3

−0,25 0,7 2,4 −3,2
0,2 −1,75 −0,6 −6,74
0,5 3,5 2 5

 , p(1) =


3
2
1
4


Prvńı řádek se už měnit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém
sloupci. Je to č́ıslo 3,5 ve čtvrtém řádku. Proto prohod́ıme druhý a čtvrtý řádek
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jak v matici A(1) tak ve vektoru p(1). Pak eliminujeme prvky v pozićıch (3,2)
a (4,2) a na jejich ḿısta zaṕı̌seme použité multiplikátory.
Výsledkem je

A(2) =


−2 4 1 −3
0,5 3,5 2 5
0,2 −0,5 0,4 −4,24

−0,25 0,2 2 −4,2

 , p(2) =


3
4
1
2

 .

Prvńı dva řádky už z̊ustanou bez změny. Pivot ve ťret́ım sloupci je č́ıslo 2 ve
čtvrtém řádku. Prohod́ıme tedy ťret́ı a čtvrtý řádek v matici A(2) i ve vektoru p(2).
Pak eliminujeme prvek v pozici (4,3) a na jeho ḿısto vlož́ıme použitý
multiplikátor. Tak dostaneme

A(3) =


−2 4 1 −3
0,5 3,5 2 5

−0,25 0,2 2 −4,2
0,2 −0,5 0,2 −3,4

 , p(3) =


3
4
2
1

 .
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Dostali jsme tedy

L =


1 0 0 0

0,5 1 0 0
−0,25 0,2 1 0

0,2 −0,5 0,2 1

 , U =


−2 4 1 −3

0 3,5 2 5
0 0 2 −4,2
0 0 0 −3,4

 ,

Permutačńı vektor p = p(3). Pokud bychom chtěli vytvǒrit permutačńı matici P,
stač́ı vźıt jednotkovou matici a p̌reuspǒrádat ji tak, že původně pi -tý řádek se
stane řádkem i-tým. Když to provedeme, dostaneme pro permutačńı vektor

p =


3
4
2
1

 permutačńı matici P =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

Snadno se ově̌ŕı, že LU = PA.
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Ukažme si ještě řešeńı soustavy rovnic pro volenou pravou stranu. Zvolme ťreba

b =


−13,14

2,15
9

27,5

 , pak z =


9

27,5
2,15

−13,14

 ,

a dále řešeńım soustav Ly = z a pak Ux = y dostaneme

y =


9

23
−0,2
−3,4

 , x =


3
4
2
1

 .
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Výpočet determinantu. Je známo, že determinant det(A) matice A

a) se nezměńı, když k řádku matice A p̌ričteme násobek jiného řádku matice A;

b) změńı znaménko, když prohod́ıme dva jeho (r̊uzné) řádky nebo sloupce.

Provád́ıme-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez výběru hlavńıch prvk̊u, pak
det(A) = det(U) = u11u22 · · · unn dostaneme jako součin diagonálńıch prvk̊u
matice U. Pokud provád́ıme částečný nebo úplný výběr hlavńıch prvk̊u, pak stač́ı,
když si poznamenáme, ťreba do proměnné q, celkový počet prohozeńı řádk̊u (pro
částečný výběr) nebo řádk̊u i sloupc̊u (pro úplný výběr). Je-li q sudé, pak
det(A) = det(U), a je-li q liché, je det(A) = −det(U). Plat́ı tedy

det(A) = (−1)q u11u22 · · · unn . (2.18)
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Řešeńı soustavy rovnic s v́ıce pravými stranami nep̌redstavuje žádný problém,
ḿısto s jednou pravou stranou pracujeme současně s m pravými stranami. Vzorce
(2.9) a (2.17) z̊ustávaj́ı v platnosti, jediný rozd́ıl je v tom, že ted’

b = (b1,b2, . . . ,bm) je matice pravých stran, takže také y, x a p̌ŕıpadně z jsou
matice téhož typu jako b. Zejména tedy i-tý sloupec matice x = (x1, x2, . . . , xm)
je řešeńı p̌ŕıslušné i-té pravé straně. Př́ıpad úplného výběru hlavńıch prvk̊u zde
rozeb́ırat nebudeme.
Pokud jde o počet operaćı, tak pro každou pravou stranu je ťreba započ́ıtat
p̌ribližně n2 operaćı násobićıch a stejný počet operaćı sč́ıtaćıch, takže celkem jde
o mn2 operaćı. Je-li počet m pravých stran malý ve srovnáńı s počtem n rovnic,
jsou náklady na provedeńı LU rozkladu, tj. p̌ribližně 1

3n3 operaćı, výrazně
p̌revažuj́ıćı.

Výpočet matice inverzńı lze provést tak, že řeš́ıme soustavu rovnic Ax = b s n
pravými stranami pro b = I, kde I je jednotková matice. Když úlohu řeš́ıme bud’to
bez výběru hlavńıch prvk̊u nebo s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u, pak
dostaneme x = A−1, tj. matici inverzńı. Počet operaćı poťrebný pro řešeńı
trojúhelńıkových soustav vyžaduje p̌ribližně n3 operaćı. Protože LU rozklad
poťrebuje p̌ribližně 1

3n3 operaćı, je to celkem 4
3n3 operaćı. Dá se ukázat, že p̌ri

důmyslně organizovaném výpočtu lze počet poťrebných operaćı sńıžit o jednu
ťretinu, tj. na p̌ribližně n3 operaćı, viz nap̌r. [Dahlquist, Bjőrk].
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Ř́ıdká matice soustavy. Řekneme, že matice je ř́ıdká, když počet jej́ıch
nenulových prvk̊u je výrazně menš́ı než počet všech jej́ıch prvk̊u. Takové matice
vznikaj́ı p̌ri řešeńı řady významných aplikaćı. Častý je p̌ŕıpad, kdy počet nenulových
koeficient̊u v rovnici nep̌revýš́ı malé č́ıslo m, které v̊ubec nezáviśı na počtu n
rovnic, takže s r̊ustem n dostáváme stále řidš́ı matice soustav. Ř́ıdké matice jsou
v paměti poč́ıtače účelně reprezentovány jen pomoćı svých nenulových koeficient̊u.
Pro řešeńı soustav s ř́ıdkými maticemi existuj́ı velice efektivńı algoritmy. Jedńım
z hlavńıch ćıl̊u, které tyto algoritmy sleduj́ı, je prováděńı eliminačńıch krok̊u
v takovém pǒrad́ı, aby vznikalo co nejméně nových nenulových koeficient̊u.
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Pásová matice soustavy. Speciálńım p̌ŕıpadem ř́ıdké matice je pásová matice,
která má nenulové koeficienty jen v pásu okolo hlavńı diagonály. Přesněji, matice
A = {aij}n

i,j=1, pro kterou existuj́ı celá nezáporná č́ısla p, q taková, že

aij = 0 když i > j + p nebo j > i + q ,

se nazývá pásová matice s pásem o š́ı̌rce w = p + q + 1 (má p poddiagonál a q
naddiagonál). Č́ıslo s = max(p, q) se nazývá polovičńı š́ı̌rka pásu. Pro matici
s polovičńı š́ı̌rkou pásu s tedy žrejmě plat́ı

aij = 0 pro |i − j | > s.

Při eliminaci pásových matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvniťr pásu.
Toho lze využ́ıt a doćılit znatelnou úsporu jak v reprezentaci matice soustavy
v paměti poč́ıtače, tak v počtu poťrebných operaćı. Pro matici s polovičńı š́ı̌rkou
pásu s poťrebuje LU rozklad bez výběru hlavńıch prvk̊u jen p̌ribližně ns(s + 1)
operaćı a zpětný chod (pro jednu pravou stranu) jen p̌ribližně n(2s + 1) operaćı
(násobićıch a stejně tak sč́ıtaćıch).
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Soustava rovnic s ťŕıdiagonálńı matićı. V p̌ŕıpadě s = 1 hovǒŕıme
o ťŕıdiagonálńı matici. Algoritmus GEM pro řešeńı soustavy rovnic s ťŕıdiagonálńı
matićı je velmi jednoduchý. Bez výběru hlavńıch prvk̊u pro soustavu

a1 c1 0 0 . . . 0 0 0
b1 a2 c2 0 . . . 0 0 0
0 b2 a3 c3 . . . 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 0 bn−2 an−1 cn−1

0 0 0 0 0 bn−1 an





x1

x2

x3

...

...

...
xn−1

xn


=



d1

d2

d3

...

...

...
dn−1

dn


v p̌ŕımém chodu poč́ıtáme

bi := bi/ai , ai+1 := ai+1−bici , di+1 := di+1−bidi , i = 1, 2, . . . , n−1 ,

a ve zpětném chodu urč́ıme

xn := dn/an a dále xi := (di − cixi+1)/ai , i = n − 1, n − 2, . . . , 1.

Transformovaná matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu původńı
matice.
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Vliv zaokrouhlovaćıch chyb

Při řešeńı soustav lineárńıch rovnic témě̌r vždy působ́ı zaokrouhlovaćı chyby. Jejich
vliv prozkoumáme v následuj́ıćım p̌ŕıkladu.

Př́ıklad 2.3. Předpokládejme, že na hypotetickém poč́ıtači s ťŕıḿıstnou mantisou
máme vy̌rešit soustavu (

3,96 1,01
1 0,25

)(
x1

x2

)
=

(
5,03
1,25

)
.

Př́ıbližné řešeńı budeme značit x̃ = (x̃1, x̃2)
T . Protože 3,96 > 1, nemuśıme rovnice

prohazovat a multiplikátor m21 = 1/3,96
.
= 0,253. Od prvńı rovnice odeč́ıtáme

m21-násobek druhé rovnice, tj.

(0,25− 0,253 · 1,01) · x2 = 1,25− 0,253 · 5,03 .
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Při zaokrouhlováńı na 3 platné cifry dostaneme 1,01 · 0,253
.
= 0,256

a 5,03 · 0,253
.
= 1,27, takže

x̃2 =
−0,02

−0,006
.
= 3,33 .

Z prvńı rovnice pak vypočteme x̃1 = (5,03− 1,01 · 3,33)/3,96
.
= 0,422 . Dostali

jsme tedy p̌ribližné řešeńı

x̃ =

(
0,422
3,33

)
.

Spočteme-li (p̌resně) reziduum r = b− Ax̃, obdrž́ıme

r =

(
5,03− 3, 96 · 0,422− 1,01 · 3,33

1,25− 1 · 0,422− 0,25 · 3,33

)
=

(
−0,00442
−0,00450

)
.

To by nás mohlo svádět k domněnce, že źıskané řešeńı x̃ je prakticky p̌resné. Tak
tomu ale neńı, p̌resné řešeńı je

x =

(
0,25
4

)
,

takže x̃1 a x̃2 nemaj́ı ani jednu cifru platnou! Pro zaj́ımavost uvád́ıme, že pro
p = 4, 6, . . . cifer mantisy dostaneme p̌resné řešeńı a pro p = 5, 7, . . . řešeńı,
jehož složky maj́ı p − 3 platných cifer. 2
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Přestože p̌ŕıklad 2.3 je značně umělý, je jednoduchou ilustraćı obecně platného
tvrzeńı:

Gaussova eliminace s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u zaručuje vznik malých
rezidúı.

K tomuto tvrzeńı je ťreba p̌ripojit několik vysvětluj́ıćıch poznámek. Slovem

”
zaručuje“ se ḿıńı, že lze dokázat p̌resnou větu, která (za splněńı jistých

technických p̌redpokladů týkaj́ıćıch se výpočt̊u v pohyblivé řádové čárce) uvád́ı
nerovnosti omezuj́ıćı velikost jednotlivých složek rezidua. Dále slovem

”
malých“

ḿıńıme
”
v řádu zaokrouhlovaćıch chyb relativně vzhledem ke ťrem veličinám“:

k velikosti prvk̊u původńı matice koeficient̊u A, k velikosti prvk̊u matic A(k)

vznikaj́ıćıch v pr̊uběhu eliminace a k velikosti prvk̊u řešeńı x̃. Konečně je ťreba
dodat, že i když je reziduum malé, tvrzeńı něŕıká nic o velikosti chyby x̃− x.
K posouzeńı vztahu mezi velikost́ı rezidua a velikost́ı chyby se použ́ıvá veličina
známá jako č́ıslo podḿıněnosti matice.
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Podḿıněnost

Abychom mohli určit podḿıněnost úlohy
”
naj́ıt řešeńı x soustavy linearńıch rovnic

Ax = b“, poťrebujeme posoudit, jak moc se změńı řešeńı x, když trochu změńıme
data, tj. matici soustavy A a vektor pravé strany b. Zat́ımco k mě̌reńı velikosti
č́ısel použ́ıváme absolutńı hodnotu, podobný nástroj pro mě̌reńı velikosti vektor̊u
a matic si teprve muśıme zavést.

Norma vektoru je nezáporné č́ıslo, které reprezentuje jeho velikost. Tř́ıda
vektorových norem, známá jako lp, záviśı na parametru 1 ≤ p ≤ ∞:

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi |p
)1/p

.
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Nejčastěji se použ́ıvá p = 1, p = 2 nebo limitńı p̌ŕıpad pro p →∞:

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi | , ‖x‖2 =

(
n∑

i=1

x2
i

)1/2

, ‖x‖∞ = max
i
|xi | .

l1-norma je známa také jako Manhattan norma, nebot’ odpov́ıdá vzdálenosti mezi
dvěma ḿısty v pravoúhlé mř́ıži městských ulic. l2-norma je běžná Euclidova
vzdálenost neboli délka vektoru. l∞-norma je známa také jako Čebyševova norma.

Konkrétńı hodnota p je často nepodstatná, normu pak jednoduše znač́ıme ‖x‖.
Vektorová norma splňuje následuj́ıćı základńı vlastnosti, typické pro pojem
vzdálenosti:

1. ‖x‖ > 0 , když x 6= o a ‖o‖ = 0,

2. ‖c x‖ = |c | · ‖x‖ pro každé č́ıslo c ,

3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost).

Symbolem o jsme p̌ritom označili nulový vektor, tj. vektor, jehož všechny složky
jsou rovny nule.
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Č́ıslo podḿıněnosti matice. Násobeńım vektoru x matićı A zleva dostaneme
nový vektor Ax, který může ḿıt úplně jinou normu než x. Tato změna normy
p̌ŕımo souviśı s citlivost́ı, kterou chceme mě̌rit. Rozsah možných změn lze vyjáďrit
pomoćı dvou č́ısel:

M = max
x6=o

‖Ax‖
‖x‖

, m = min
x6=o

‖Ax‖
‖x‖

, (2.19)

kde maximum resp. minimum se uvažuje pro všechny nenulové vektory x. Poměr
M/m se nazývá č́ıslo podḿıněnosti matice A:

κ(A) =
M

m
=

(
max
x6=o

‖Ax‖
‖x‖

)
·
(

min
x6=o

‖Ax‖
‖x‖

)−1

. (2.20)

Konkrétńı hodnota κ(A) záviśı na použité vektorové normě. Protože nás však
obvykle zaj́ımá jen řádová velikost vhodně spočteného odhadu č́ısla podḿıněnosti,
nebývá použitý typ normy věťsinou podstatný.
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Uvažujme systém rovnic
Ax = b

a druhý systém rovnic, který dostaneme, když změńıme pravou stranu:

A(x + ∆x) = b + ∆b , nebo-li Ax̃ = b̃.

∆b = b̃− b můžeme považovat za chybu pravé strany b a ∆x = x̃− x za
odpov́ıdaj́ıćı chybu řešeńı x. Protože A∆x = ∆b, z definice M a m okamžitě plyne

‖b‖ ≤ M‖x‖ , ‖∆b‖ ≥ m‖∆x‖ ,

takže pro m 6= 0,

‖∆x‖
‖x‖

≤ κ(A)
‖∆b‖
‖b‖

= κ(A)
‖r‖
‖b‖

, kde r = b− A(x + ∆x) (2.21)

je reziduum. Č́ıslo podḿıněnosti tedy působ́ı jako zesilovač velikosti relativńı
chyby: relativńı změna ‖∆b‖/‖b‖ pravé strany vyvolá κ(A) krát věťśı relativńı
změnu ‖∆x‖/‖x‖ řešeńı. Dá se ukázat, že změny v matici koeficient̊u maj́ı na
změny řešeńı obdobný vliv.
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Nerovnost (2.21) také potvrzuje zkušenost, kterou jsme udělali v p̌ŕıkladu 2.3,
totiž že malé reziduum neznamená malou relativńı chybu. Na pravé straně
nerovnosti (2.21) je totiž norma rezidua ‖r‖ násobena č́ıslem podḿıněnosti κ(A)
matice A, takže i když je reziduum malé, může být p̌resto relativńı chyba řešeńı
velká, když κ(A) je velké.
Všimněme si některých vlastnost́ı č́ısla podḿıněnosti.

1. Protože M ≥ m, je κ(A) ≥ 1.

2. Pro jednotkovou matici I je Ix = x, takže κ(I) = 1.

3. Je-li A singulárńı, je m = 0 a tedy κ(A) = ∞.

4. Když matici A vynásob́ıme č́ıslem c , pak M i m se násob́ı |c |
a κ(cA) = κ(A).

5. Pro diagonálńı matici D je κ(D) = max
i
|dii | / min

i
|dii | (dokažte!).

Z posledńıch dvou vlastnost́ı plyne, že κ(A) je lepš́ım mě̌ŕıtkem bĺızkosti matice A
k matici singulárńı než jej́ı determinant det(A). Jako extrémńı p̌ŕıklad uvažujme
diagonálńı matici řádu 100, která má na diagonále č́ısla 0,1. Pak det(A) = 10−100,
což lze považovat za velmi malé č́ıslo, avšak κ(A) = 1. Soustava rovnic s takovou
matićı se chová sṕı̌se jako soustava s jednotkovou matićı než jako soustava
s matićı témě̌r singulárńı.
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Norma matice. Č́ıslo M je známo jako norma matice. Označujeme ji stejně jako
normu vektoru:

‖A‖ = max
x6=o

‖Ax‖
‖x‖

. (2.22)

Snadno se ově̌ŕı, že ‖A−1‖ = 1/m, takže ekvivalentńı vyjáďreńı č́ısla podḿıněnosti
je

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖ . (2.23)

Znovu je ťreba p̌ripomenout, že konkrétńı hodnota κ(A) záviśı na použité
vektorové normě. Snadno se spočtou maticové normy odpov́ıdaj́ıćı vektorovým
normám l1 a l∞. Plat́ı

‖A‖1 = max
j

∑
i

|aij | (maximum sloupcových součt̊u) ,

‖A‖∞ = max
i

∑
j

|aij | (maximum řádkových součt̊u) .
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V́ıce o normách matic. Maticová norma definovaná vztahem (2.22) se nazývá
p̌rirozená norma. Někdy také ř́ıkáme, že je to norma p̌ridružená k vektorové
normě, pomoćı ńıž je definována. Nap̌ŕıklad maticová ‖ · ‖∞ norma je p̌ridružená
k vektorové `∞-normě.
Všimněte si, že z definice (2.22) p̌rirozené maticové normy okamžitě plyne

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ . (2.24)

Jestliže vektorová a maticová norma splňuj́ı vztah (2.24), ř́ıkáme, že jsou
souhlasné.
Existuj́ı i jiné než p̌rirozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma

‖A‖F =

 n∑
i,j=1

a2
ij

1/2

, (2.25)

o které lze dokázat, že je to norma souhlasná s Euklidovou l2-normou, tj. že plat́ı

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F · ‖x‖2 .
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Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maj́ı následuj́ıćı význačné
vlastnosti:

1. ‖A‖ > 0 , když A 6= O a ‖O‖ = 0,

2. ‖cA‖ = |c | · ‖A‖ pro každé č́ıslo c ,

3. ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ (trojúhelńıková nerovnost),

4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (multiplikativnost),

5. ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ pro každý vektor x (souhlasnost).

Symbolem O jsme si p̌ritom označili nulovou matici, tj. matici, jej́ıž všechny prvky
jsou rovny nule.
Poznamenejme, že obecně je norma čtvercové matice definována jako reálná
funkce splňuj́ıćı jen prvńı čty̌ri z výše uvedených podḿınek. 2
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Př́ıklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

A =

(
1 10
10 101

)
, b =

(
11
111

)
, má řešeńı x =

(
1
1

)
.

Použijeme l∞-normu a spočteme ‖b‖∞ = 111, ‖x‖∞ = 1 . Když pravou stranu
změńıme na

b̃ =

(
11,11

110,89

)
, dostaneme řešeńı x̃ =

(
13,21
−0,21

)
.

Označ́ıme-li ∆b = b̃− b, ∆x = x̃− x, pak ‖∆b‖∞ = 0,11 a ‖∆x‖∞ = 12,21.
Vid́ıme, že poměrně malá změna pravé strany zcela změnila řešeńı. Relativńı
změny jsou

‖∆b‖∞
‖b‖∞

= 9,909 · 10−4 ,
‖∆x‖∞
‖x‖∞

= 12,21 .

Podle (2.21) můžeme odhadnout č́ıslo podḿıněnosti

κ(A) ≥ 12,21

9,909 · 10−4
= 12321.
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Ve skutečnosti je b a ∆b zvoleno tak, že κ(A) = 12321. To se snadno ově̌ŕı, nebot’

A−1 =

(
101 −10
−10 1

)
, takže ‖A−1‖∞ = 111 = ‖A‖∞ a κ(A) = 1112 = 12321.

Ukažme si ještě, že vztah (2.21) plat́ı jako rovnost:

‖x̃− x‖∞
‖x‖∞

=
12,21

1
= 1112 0,11

111
= κ(A)

‖∆b‖∞
‖b‖∞

= 111 · ‖∆b‖∞ = 111 · ‖r‖∞ ,

kde r = b− Ax̃ je reziduum. 2
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K určeńı κ(A) poťrebujeme znát ‖A−1‖. Avšak výpočet A−1 vyžaduje p̌ribližně
ťrikrát tolik práce jako celé řešeńı soustavy rovnic. Naštěst́ı p̌resnou hodnotu κ(A)
obvykle nepoťrebujeme, vystač́ıme s dostatečně dobrým odhadem κ(A). Spolehlivé
a poměrně velmi rychlé odhady č́ısla podḿıněnosti matic paťŕı v současné době ke
standardńımu vybaveńı programů pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Jestliže
program zjist́ı, že č́ıslo podḿıněnosti je p̌ŕılǐs velké, vydá varováńı nebo dokonce
výpočet p̌reruš́ı.
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Shrnut́ı. Soustava lineárńıch rovnic je dob̌re (špatně) podḿıněná, právě když je
matice soustavy dob̌re (špatně) podḿıněná. Podḿıněnost matice soustavy A
mě̌ŕıme pomoćı č́ısla podḿıněnosti κ(A) ≥ 1. Je-li č́ıslo κ(A) malé, řekněme
menš́ı než 100, je matice A dob̌re podḿıněná. V opačném p̌ŕıpadě, tj. když
κ(A) ≥ 100, je matice A špatně podḿıněná. Špatně podḿıněnou soustavu rovnic
lze obvykle jen velmi obt́ıžně řešit. Pomoci může výpočet s v́ıceḿıstnou mantisou
(je vhodné použ́ıt dvojnásobnou nebo ještě věťśı p̌resnost). Existuj́ı však výjimky:
je-li nap̌ŕıklad A diagonálńı matice, ve které aii = 10i , pak je κ(A) = 10n−1, což je
pro velké n velké č́ıslo, a p̌resto řešeńı xi = 10−ibi źıskáme bez problémů pro
libovolně velký počet rovnic.
Předpokládejme, že matice soustavy je dob̌re podḿıněná. Pak je GEM
s částečným (nebo úplným) výběrem hlavńıho prvku dob̌re podḿıněný algoritmus:
protože velikost multiplikátor̊u nep̌resahuje jedničku, vznikaj́ıćı zaokrouhlovaćı
chyby se daľśım výpočtem

”
nezesiluj́ı“. Když naopak výběr hlavńıch prvk̊u

neprovád́ıme, můžeme dostat multiplikátory, jejichž absolutńı hodnota je věťśı než
jedna, což má za následek zvěťsováńı ďŕıve vzniklých zaokrouhlovaćıch chyb. GEM
bez výběru hlavńıch prvk̊u je tedy obecně špatně podḿıněný algoritmus. Výjimku
z tohoto pravidla p̌restavuje řešeńı soustav se speciálńı matićı soustavy, nap̌r. když
je matice soustavy osťre diagonálně dominantńı nebo pozitivně definitńı, pak je
i GEM bez výběru hlavńıch prvk̊u dob̌re podḿıněný algoritmus.
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Mnoho praktických problémů vyžaduje řešeńı rozsáhlých soustav lineárńıch rovnic
Ax = b, v nichž matice A je naštěst́ı ř́ıdká, tj. má relativně málo nenulových
prvk̊u. Standardńı eliminačńı metody studované v p̌redchoźı kapitole nejsou pro
řešeńı takových soustav vhodné, nebot’ v pr̊uběhu eliminace docháźı postupně
k zaplňováńı původně nenulových pozic v matici soustavy, což vede k velkým
nárok̊um na počet aritmetických operaćı a klade také vysoké nároky na pamět’

poč́ıtače.
To je důvod, proč se pro řešeńı takových soustav použ́ıvaj́ı iteračńı metody. Zvoĺı
se počátečńı vektor x0 a generuje se posloupnost vektor̊u x0 → x1 → x2 . . . , která
konverguje k hledanému řešeńı x. Společným rysem všech iteračńıch metod je
fakt, že každý jednotlivý iteračńı krok xk → xk+1 vyžaduje objem výpočt̊u
srovnatelný s násobeńım matice A vektorem, což je pro ř́ıdké matice objem
nevelký (pokud je v každém řádku matice A řádu n nejvýše m nenulových prvk̊u,
jde o nm operaćı násobeńı a sč́ıtáńı). Přijatelný objem výpočt̊u lze proto
dosáhnout i pro poměrně velký počet iteraćı.
Na obhajobu p̌ŕımých metod je však ťreba dodat, že pro soustavy s ř́ıdkými
maticemi existuj́ı také velmi efektivńı algoritmy eliminačńıho typu. Přesto, pro
extrémně rozsáhlé soustavy rovnic se speciálńı strukturou matice soustavy jsou
vhodně zvolené iteračńı metody efektivněǰśı a jsou často jedinou prakticky
realizovatelnou metodou řešeńı.
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Konvergence. Věťsina klasických iteračńıch metod vycháźı z rozkladu matice
soustavy A = M−N , kde M je regulárńı matice. Pak je posloupnost xk

definována p̌redpisem
Mxk+1 = Nxk + b , (2.26)

p̌ričemž počátečńı aproximace x0 je daná.
Řekneme, že iteračńı metoda konverguje, a ṕı̌seme xk → x, když č́ıselná
posloupnost ‖xk − x‖ → 0. Označme ek = xk − x chybu v k-té iteraci. Protože
Mx = Nx + b, dostaneme

M(xk+1 − x) = N(xk − x) nebo-li ek+1 = M−1Nek .

Označ́ıme-li T = M−1N, pak pomoćı (2.24) dostáváme

‖ek+1‖ ≤ ‖T‖ · ‖ek‖ ≤ ‖T‖2 · ‖ek−1‖ ≤ · · · ≤ ‖T‖k+1 · ‖e0‖ .

Konvergence iteračńı metody z libovolného startovaćıho vektoru proto jistě
nastane, když

‖T‖ < 1 , kde T = M−1N je iteračńı matice. (2.27)

Podḿınka (2.27) se neově̌ruje snadno, a proto si u konkrétńıch metod uvedeme
jiné postačuj́ıćı podḿınky konvergence.
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Kritéria pro ukončeńı iteraćı. Jde o to, jak rozhodnout, zda xk+1 je už
dostatečně dobrá aproximace řešeńı x. Řešeńı x neznáme, takže se bez něj muśıme
obej́ıt. Nab́ıźı se zkoumat velikost změny xk+1 − xk nebo velikost rezidua
rk+1 = b− Axk+1. Postupuje se tak, že uživatel zadá malé kladné č́ıslo ε jako
požadovanou p̌resnost a v každém kroku metody se testuje, zda je už splněna
nap̌r. jedna z následuj́ıćıch podḿınek

1. ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε‖xk‖ ,

2. ‖rk+1‖ ≤ ε(‖A‖ · ‖xk+1‖+ ‖b‖) .

Je-li podḿınka na ukončeńı iteraćı splněna, výpočet p̌reruš́ıme a xk+1 považujeme
za p̌ribližnou hodnotu řešeńı x.
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Jacobiova metoda. Předpokládejme, že A = L + D + U, kde D je diagonálńı
matice, která má stejnou diagonálu jako A, a kde L resp. U je ryze dolńı resp.
horńı trojúhelńıková část A, tj.

D =


a11 0 · · · 0
0 a22 0
...

. . .
...

0 0 · · · ann

 ,

L =


0 · · · · · · 0

a21 0 0
...

. . .
. . .

...
an1 · · · an,n−1 0

 , U =


0 a12 · · · a1n

...
. . .

. . .
...

0 0 an−1,n

0 · · · · · · 0

 .
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Nejjednoduš̌śı rozklad A dostaneme pro M = D a N = −(L + U). Metoda (2.27)
je pak tvaru

Dxk+1 = b− (L + U)xk (2.28)

a je známa jako Jacobiova metoda. Soustava (2.28) s diagonálńı matićı se řeš́ı

snadno. Zaṕı̌seme-li (2.28) po složkách (složky vektoru xk jsou značeny x
(k)
i ,

podobně pro x(k+1)), dostaneme

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

n∑
j = 1
j 6= i

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n .

Analýzou vlastnost́ı iteračńı matice T = −D−1(L + U) lze dokázat, že

Jacobiova metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı.
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Gaussova-Seidelova metoda. Všimněte si, že Jacobiova metoda použ́ıvá xk

k výpočtu všech složek xk+1. Protože (alespoň na sériových poč́ıtač́ıch) prvky
vektoru xk+1 poč́ıtáme postupně jeden za druhým, vznikl p̌rirozený nápad využ́ıt
ihned ty složky xk+1, které jsou už k dispozici. Tak dostáváme Gaussovu-Seidelovu
metodu:

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aij x
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n .

Vyjáďŕıme-li tuto metodu v maticovém tvaru, máme

(D + L)xk+1 = b−Uxk .

Je dokázáno, že

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı
nebo pozitivně definitńı.
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Poznámky. Následuje několik poznatk̊u o vzájemném vztahu Jacobiovy
a Gaussovy-Seidelovy metody.

1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je pro mnohé matice A rychleǰśı než
konvergence Jacobiovy metody. Tak je tomu ťreba v p̌ŕıpadě, když A je ryze
diagonálně dominantńı.

2. Existuj́ı matice, pro které Gaussova-Seidelova metoda konverguje a Jacobiova
metoda nekonverguje a naopak, pro které konverguje Jacobiova metoda
a Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje.

3. Jacobiova metoda umožňuje paralelńı výpočet (všechny složky x
(k+1)
i mohou

být poč́ıtány současně, každá na jiném procesoru), zat́ımco

Gaussova-Seidelova metoda je ze své podstaty sekvenčńı (x
(k+1)
i lze vypoč́ıtat

až po té, co byly spočteny všechny složky x
(k+1)
j pro j < i). Pro speciálńı

typy matic A jsou však vypracovány postupy umožňuj́ıćı paralelizovat
i Gaussovu-Seidelovu metodu.
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Relaxačńı metody. Bezprosťredně poté, co jsme základńı metodou (Jacobiovou

nebo Gaussovou-Seidelovou) spočetli i-tou složku x
(k+1)
i , provedeme jej́ı modifikaci

x
(k+1)
i := (1− ω)x

(k)
i + ωx

(k+1)
i ,

kde ω > 0 je tzv. relaxačńı parametr. Voĺıme ho tak, abychom vylepšili
konvergenci základńı metody. Pro ω = 1 dostáváme původńı metodu. Zvoĺıme-li
ω < 1, hovǒŕıme o dolńı relaxaci, v p̌ŕıpadě ω > 1 jde o horńı relaxaci. Efektivńı
volba relaxačńıho parametru ω záviśı na zvolené základńı metodě a na matici
soustavy A.
Praktické zkušenosti potvrzuj́ı, že dolńı relaxace může zajistit konvergenci
v p̌ŕıpadě, když základńı metoda nekonverguje. Vhodnou volbou relaxačńıho
parametru lze rychlost konvergence původńı metody podstatně zrychlit. Pro
zvolenou metodu a speciálńı tvar matice A jsou známy vzorce pro optimálńı
hodnotu ωopt relaxačńıho parametru. Tyto vzorce však maj́ı význam sṕı̌se
teoretický, nebot’ výpočet podle nich je p̌ŕılǐs náročný. Proto se pracuje
s proměnným relaxačńım faktorem, v k-té iteraci s ωk , a jeho hodnota se v každé
iteraci zp̌resňuje tak, aby se postupně bĺıžila k optimálńımu ωopt . Konkrétńı
metody lze naj́ıt ve specializované literatǔre.
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Relaxace Jacobiovy metody. Dá se ukázat, že když konverguje Jacobiova
metoda, tak konverguje také relaxovaná Jacobiova metoda pro 0 < ω ≤ 1.

Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody je v literatǔre známa jako SOR metoda
(podle anglického

”
Successive Over Relaxation“). O konvergenci SOR metody

máme zejména následuj́ıćı poznatky:

1. Pokud SOR metoda konverguje, pak je 0 < ω < 2.

2. SOR metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı a 0 < ω ≤ 1.

3. SOR metoda konverguje, když A je pozitivně definitńı a 0 < ω < 2.

SOR metoda zapsaná po složkách je tvaru

x
(k+1)
i =

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aij x
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)
+(1−ω)x

(k)
i , i = 1, 2, . . . , n .

Když na pravé straně ḿısto x
(k+1)
j ṕı̌seme x

(k)
j , dostaneme relaxaci Jacobiovy

metody.
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Př́ıklad 2.5. Velké ř́ıdké matice vznikaj́ı p̌ri numerickém řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic. MATLAB má ve své galerii p̌ŕıklady takových matic.
Př́ıkazem

K = gallery(′Poisson′, n)

vygenerujeme matici, jej́ıž strukturu nyńı poṕı̌seme. 1

1Parciálńı diferenciálńı rovnice jsou nezbytné pro modelováńı technických problémů. Při řešeńı
Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici na čtverci Ω = (0, l)× (0, l),

−
∂2u(x , y)

∂x2
−

∂2u(x , y)

∂y2
= f (x , y) v Ω a u(x , y) = g(x , y) na hranici ∂Ω ,

(funkce f a g jsou dané, neznámá je funkce u) metodou śıt́ı vzniká soustava lineárńıch rovnic
s matićı soustavy K uvažovanou v tomto p̌ŕıkladu 2.5.
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Matice K je blokově ťŕıdiagonálńı, pro devět rovnic vypadá takto

4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0

0 −1 4 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0

0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4


.
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Obecně je K složena z čtvercových submatic řádu n (tzv. blok̊u) B, −I, O, které
jsou ve čtvercové matici řádu n2 rozḿıstěny ve ťrech diagonálách

K =



B −I O · · · O O

− I B −I · · · O O

O −I B · · · O O
...

...
...

. . .
...

...

O O O · · · B −I

O O O · · · −I B


.
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Matice I je jednotková matice, O je čtvercová matice s nulovými prvky a B je
ťŕıdiagonálńı matice

B =



4 −1 0 · · · 0 0
−1 4 −1 · · · 0 0

0 −1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 4 −1
0 0 0 · · · −1 4


.

Na matici K se často testuje účinnost numerických metod pro řešeńı soustav
lineárńıch rovnic s ř́ıdkou matićı. Na obrázku 2.3 je vidět závislost počtu iteraćı
(poťrebných pro dosažeńı zvolené p̌resnosti) na počtu rovnic n2. Při metodě SOR
bylo zvoleno optimálńı ω.
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Obr. 2.3: Srovnáńı klasických iteračńıch metod
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Poznámka. Iteračńı metody, se kterými jsme se seznámili, bývaj́ı označovány jako
klasické iteračńı metody. V současnosti se použ́ıvaj́ı už jen žŕıdka. Do učebńıho
textu jsme je zǎradili hlavně proto, že jsou poměrně jednoduché a p̌ritom na nich
lze dob̌re ukázat, jak iteračńı metody funguj́ı.
Na druhé straně metody, které se skutečně použ́ıvaj́ı, jsou poměrně složité
k pochopeńı, takže je v tomto základńım kurzu nelze dost dob̌re vysvětlit.
Spokoj́ıme se tedy s konstatováńım, že existuje značné množstv́ı výkonných
iteračńıch metod, viz nap̌r. [Meurant]. Tak ťreba pro soustavy s pozitivně definitńı
matićı paťŕı mezi nejpopulárněǰśı metoda sdružených gradient̊u, jej́ıž implementaci
najdeme nap̌r. v MATLABu. Základńı verze této metody je stručně uvedena v
kapitole o optimalizaci.
Pro soustavy s nesymetrickou matićı je situace komplikovaněǰśı, jednoznačný

”
favorit“ mezi metodami pro jejich řešeńı neexistuje. Jednou z mnoha použ́ıvaných

metod je ťreba metoda bikonjugovaných gradient̊u, viz [Meurant], implementace
opět viz nap̌r. MATLAB.
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