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Aproximace funkćı Aproximace a interpolace

Aproximovat funkci f (x) znamená nahradit ji funkćı ϕ(x), která je k f (x) v jistém
smyslu bĺızká. Ṕı̌seme ϕ(x) ≈ f (x). Budeme se zabývat dvěma základńımi typy
aproximace, a to interpolaćı a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Interpolace je taková aproximace, p̌ri ńıž ϕ(x) nabývá v zadaných bodech xi

p̌redepsaných hodnot yi = f (xi ). Někdy nav́ıc žádáme, aby funkce
ϕ a f měly v bodech xi také stejné derivace. Interpolaci je věnován
odstavec 5.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je taková aproximace, p̌ri ńıž ϕ(x)
”
prokládáme“

mezi zadanými body [xi , yi ] tak, aby
”
vzdálenost“ funkćı f a ϕ byla

v jistém smyslu minimálńı. Je p̌ritom charakteristické, že funkce ϕ
body [xi , yi ] neprocháźı. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je vyložena
v odstavci 50.



Aproximace funkćı Aproximace a interpolace

Aproximaci ϕ(x) použijeme k p̌ribližnému výpočtu hodnot funkce f (x), ťreba p̌ri
vykreslováńı ϕ ≈ f . Je žádoućı, aby výpočet ϕ(x) byl

”
jednoduchý“. Proto se ϕ

často hledá ve tvaru polynomu.
Obecně, ϕ(x) se použ́ıvá k řešeńı úloh, v nichž vystupuje funkce f , kterou je
účelné nebo dokonce nezbytné nahradit jej́ı vhodnou aproximaćı ϕ. Jako p̌ŕıklad
uved’me výpočet derivace nebo určitého integrálu: f ′(x) nahrad́ıme pomoćı ϕ′(x)

a
∫ b

a
f (x) dx nahrad́ıme pomoćı

∫ b

a
ϕ(x) dx .
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Aproximace funkćı Interpolace

Interpolačńı funkci ϕ(x) vyb́ıráme z vhodné ťŕıdy funkćı. Omeźıme se na dva
nejběžněǰśı p̌ŕıpady:

a) ϕ(x) je polynom;

b) ϕ(x) je po částech polynom, na každém subintervalu obecně jiný.



Aproximace funkćı Interpolace

Interpolace polynomem

Předpokládejme, že jsou dány navzájem r̊uzné body

x0, x1, . . . , xn , xi 6= xj pro i 6= j ,

ř́ıkáme jim také uzly interpolace, a v každém z nich je p̌redepsána hodnota yi .
Hledáme interpolačńı polynom Pn(x) stupně nejvýše n, který splňuje interpolačńı
podḿınky

Pn(xi ) = yi , i = 0, 1, . . . , n . (3.1)
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Existenci interpolačńıho polynomu dokážeme tak, že ho zkonstruujeme.

Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu má vyjáďreńı

Pn(x) = y0`0(x) + y1`1(x) + · · ·+ yn`n(x) =
n∑

i=0

yi`i (x) , (3.2)

kde `i (x) jsou tzv. fundamentálńı polynomy definované p̌redpisem

`i (x) =
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
. (3.3)

Snadno nahlédneme, že

`i (xk) =

{
1 pro k = i ,
0 pro k 6= i ,

i , k = 0, 1, . . . , n , (3.4)

takže interpolačńı podḿınky Pn(xk) =
∑n

i=0 yi`i (xk) = yk , k = 0, 1, . . . , n, jsou
splněny.
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Interpolačńı polynom je daty [xi , yi ], i = 0, 1, . . . , n, určen jednoznačně. Skutečně,
jsou-li P a Q interpolačńı polynomy splňuj́ıćı interpolačńı podḿınky
P(xi ) = Q(xi ) = yi , pak polynom P − Q je roven nule v uzlech x0, x1, . . . , xn.
Avšak polynom stupně nejvýše n nemůže ḿıt v́ıce než n kǒrenů, pokud se nerovná
identicky nule. V našem p̌ŕıpadě proto nutně P − Q = 0 a tedy P = Q. T́ım je
jednoznačnost interpolačńıho polynomu dokázána.
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Př́ıklad 3.1. Urč́ıme interpolačńı polynom pro data p̌redepsaná tabulkou

xi −1 1 2 3

yi −6 −2 −3 2

Nejďŕıve źıskáme fundamentálńı polynomy

`0(x) =
(x − 1)(x − 2)(x − 3)

(−1− 1)(−1− 2)(−1− 3)
= − 1

24
(x3 − 6x2 + 11x − 6) ,

`1(x) =
(x + 1)(x − 2)(x − 3)

(1 + 1)(1− 2)(1− 3)
=

1

4
(x3 − 4x2 + x + 6) ,

`2(x) =
(x + 1)(x − 1)(x − 3)

(2 + 1)(2− 1)(2− 3)
= −1

3
(x3 − 3x2 − x + 3) ,

`3(x) =
(x + 1)(x − 1)(x − 2)

(3 + 1)(3− 1)(3− 2)
=

1

8
(x3 − 2x2 − x + 2)

a pak sestav́ıme interpolačńı polynom

P3(x) = −6 · `0(x)− 2 · `1(x)− 3 · `2(x) + 2 · `3(x) = x3 − 3x2 + x − 1 . 2
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Hlavńı p̌rednost́ı Lagrangeova tvaru interpolačńıho polynomu je jeho elegantńı
forma. Použ́ıvá se proto zejména v teoretických úvahách. Pro praktické použit́ı
však ideálńı neńı. Upozorněme na dva jeho hlavńı nedostatky.

(a) Přidáme-li daľśı uzel xn+1, muśıme p̌repoč́ıtat všechny fundamentálńı
polynomy.

(b) Počet operaćı poťrebných k výpočtu hodnoty Pn(x̄) je poměrně značný,
vyžaduje 2n2 + 2n násobićıch operaćı a 2n2 + 3n operaćı sč́ıtaćıch.

Oba tyto nedostatky odstraňuje

Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu, ve kterém

Pn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+ · · ·+an(x−x0)(x−x1) · · · (x−xn−1) .
(3.5)

Přidáńı daľśıho uzlu xn+1 je snadné, k Pn(x) stač́ı p̌rič́ıst jeden daľśı člen, nebot’

Pn+1(x) = Pn(x) + an+1(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) .

Nedostatek (a) Lagrangeova tvaru interpolačńıho polynomu jsme tedy p̌rekonali.
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Hodnotu z = Pn(x̄) urč́ıme podobně jako v Hornerově schématu, tj. postupem:

z := an a pak pro i = n − 1, n − 2, . . . , 0 poč́ıtej z := z(x̄ − xi ) + ai . (3.6)

Koeficienty ai lze vypoč́ıtat p̌ŕımo z interpolačńıch podḿınek (3.1) a dosáhnout
tak významné úspory v počtu operaćı. Existuje však ještě lepš́ı způsob a ten si ted’

uvedeme.
Nejďŕıve definujeme poměrné diference :

P[xi ] := yi ,

P[xi , xi+1] := (P[xi+1]− P[xi ])/(xi+1 − xi ) ,

P[xi , xi+1, xi+2] := (P[xi+1, xi+2]− P[xi , xi+1])/(xi+2 − xi ),

a dále, pro 3 ≤ k ≤ n:

P[xi , xi+1, . . . , xi+k−1, xi+k ] := (P[xi+1, . . . , xi+k ]− P[xi , . . . , xi+k−1])/(xi+k − xi ) .

(3.7)
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Dá se ukázat, že
ai = P[x0, x1, . . . , xi ] , (3.8)

takže Newtonův tvar interpolačńıho polynomu je

Pn(x) =P[x0] + P[x0, x1](x − x0) + P[x0, x1, x2](x − x0)(x − x1) + . . .

+ P[x0, x1, . . . , xn](x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1) .
(3.9)

Označ́ıme-li Pik = P[xi−k , . . . , xi ], pak ai = Pii . Následuje

algoritmus výpočtu poměrných diferenćı

Pro i = 0, 1, . . . , n proved’ Pi0 := yi .

Pro k = 1, 2, . . . , n prováděj :

pro i = k, k + 1, . . . , n prováděj :

Pik := (Pi,k−1 − Pi−1,k−1)/(xi − xi−k)

konec cyklu i ,

konec cyklu k .
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x0 P00

x1 P10 P11

x2 P20 P21 P22

x3 P30 P31 P32 P33

...
...

...
...

. . .

xn Pn0 Pn1 Pn2 . . . Pn,n−1 Pnn

Výpočet lze p̌rehledně zaznamenat do tabulky, kterou vyplňujeme po sloupćıch.
Výpočet koeficient̊u ai = Pii a následný výpočet Pn(x̄) podle (3.6) vyžaduje
1
2n2 + 3

2n násobićıch operaćı a n2 + 3n operaćı sč́ıtaćıch. Dosáhli jsme tedy
významně nižš́ıho počtu operaćı, než kolik je jich ťreba pro výpočet Pn(x̄)
z Lagrangeova interpolačńıho polynomu. To znamená, že také nedostatek (b)
Lagrangeova interpolačńıho polynomu je uspokojivě vy̌rešen.
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Př́ıklad 3.2. Sestav́ıme Newtonův interpolačńı polynom pro data z p̌ŕıkladu 3.1.
Pr̊uběh výpočtu zaznamenáváme do tabulky. Dostaneme

xi Pi0 Pi1 Pi2 Pi3

−1 −6 =⇒ a0 = −6

1 −2 2 =⇒ a1 = 2

2 −3 −1 −1 =⇒ a2 = −1

3 2 5 3 1 =⇒ a3 = 1 ,

takže P3(x) = −6 + 2 · (x + 1) + (−1) · (x + 1)(x − 1) + 1 · (x + 1)(x − 1)(x − 2) .
V bodě x̄ = 0,5 podle (3.6) vypočteme

P3(0,5) = ((1 · (0,5− 2)− 1) · (0,5− 1) + 2) · (0,5 + 1)− 6 = −1,125 .
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Když p̌ridáme daľśı uzel x4 = 0 a v něm p̌redeṕı̌seme hodnotu y4 = 2, stač́ı
dopoč́ıtat jeden řádek tabulky. Dostaneme

x4 P40 P41 P42 P43 P44

0 2 0 2,5 0,5 −0,5 =⇒ a4 = −0,5 ,

a tedy P4(x) = P3(x) + (−0,5) · (x + 1)(x − 1)(x − 2)(x − 3) . 2
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Chyba aproximace interpolačńım polynomem. Nejďŕıve zavedeme následuj́ıćı

Označeńı. Symbolem C 〈a, b〉 budeme značit množinu všech funkćı, které jsou
v intervalu 〈a, b〉 spojité, a symbolem C k〈a, b〉 pak množinu všech funkćı, které
jsou v intervalu 〈a, b〉 spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k včetně. Pro
k = 0 žrejmě C 0〈a, b〉 ≡ C 〈a, b〉.

Předpokládejme, že č́ısla yi nejsou libovolná, ale že yi = f (xi ) jsou hodnoty funkce
f v uzlech interpolace. Pak nás jistě bude zaj́ımat chyba

En(x̄) := f (x̄)− Pn(x̄)

ve zvoleném bodě x̄ . Pro x̄ = xi je En(xi ) = 0. Jaká je ale chyba mimo uzly
interpolace?
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Necht’ tedy x̄ je libovolný bod, 〈a, b〉 je nějaký interval obsahuj́ıćı všechny uzly xi

interpolace a také zkoumaný bod x̄ , a necht’ f ∈ C n+1〈a, b〉. Pak pro chybu En(x̄)
plat́ı

En(x̄) = f (x̄)− Pn(x̄) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x̄ − x0)(x̄ − x1) . . . (x̄ − xn) , (3.10)

kde ξ = ξ(x̄) je (bĺıže neurčený) bod z intervalu 〈a, b〉. Zápisem ξ = ξ(x̄) p̌ritom
chceme zdůraznit, že poloha bodu ξ záviśı nejen na funkci f a na interpolantu Pn,
ale také na zvoleném bodu x̄ .
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Poznámky. Abychom zjednodušili výklad, budeme p̌redpokládat, že
x0 < x1 < · · · < xn.

1) Jestliže Mn+1 je taková konstanta, že |f (n+1)(x)| ≤ Mn+1 pro každé
x ∈ 〈a, b〉, pak

|En(x̄)| ≤ Mn+1

(n + 1)!
max

x∈〈a, b〉
|ωn+1(x)| , (3.11)

kde ωn+1(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn). Odhad (3.11) je však obvykle
p̌ŕılǐs pesimistický.

2) Jestliže má funkce f (x) derivace všech řádů ohraničené stejnou konstantou,
pak pro dostatečně velké n je chyba libovolně malá.

Př́ıklad 3.3. Pro f (x) = sin x lze vźıt Mn+1 = 1, proto

|En(x)| ≤ (b − a)n+1

(n + 1)!
. Dá se dokázat, že

(b − a)n+1

(n + 1)!
→ 0 pro n →∞ ,

takže Pn(x) → f (x) pro každé x z libovolného konečného intervalu 〈a, b〉.
2
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Obr. 3.1: Graf funkce |ωn+1(x)|
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3) Jestliže interpolačńı polynom použ́ıváme k výpočtu hodnot interpolované
funkce vně intervalu 〈x0, xn〉, ř́ıkáme, že provád́ıme extrapolaci. V tomto
p̌ŕıpadě může být chyba aproximace velká, nebot’ hodnota |ωn+1(x)| rychle
roste, když se x vzdaluje od x0 doleva nebo od xn doprava.

4) ωn+1(x) může nabývat velkých hodnot také uvniťr intervalu 〈x0, xn〉, zejména
když jsou uzly xi rozḿıstěny rovnoměrně, tj. když xi = x0 + ih, kde h je
pevně zvolený krok.
Na obr. 3.1 vid́ıme, že ve sťredu intervalu 〈x0, xn〉 nabývá |ωn+1(x)|
nejmenš́ıch hodnot, v bĺızkosti sťredů krajńıch interval̊u, zejména interval̊u
〈x0, x1〉 a 〈xn−1, xn〉, je však hodnota |ωn+1(x)| značná. Toto chováńı
polynomu ωn+1(x) se proḿıtne i do pr̊uběhu interpolantu Pn(x).

Př́ıklad 3.4. Sestroj́ıme interpolačńı polynom Rungeovy funkce

f (x) =
1

1 + 25x2

na rovnoměrném děleńı intervalu 〈−1, 1〉.
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Obr. 3.2: Interpolačńı polynom Rungeovy funkce
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Jde o známý p̌ŕıklad, na kterém se demonstruje, že pro rostoućı počet d́ılk̊u
chyba interpolace neomezeně roste. 2

Vhodným rozḿıstěńım uzl̊u lze chybu |ωn+1(x)| minimalizovat, viz cvičeńı.
Tuto možnost však obvykle nemáme, nebot’ uzly jsou pevně dány. Proto
použ́ıváńı interpolačńıch polynomů vysokých stupňů obecně nelze doporučit.
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Hermitova interpolace. Doposud jsme se zabývali Lagrangeovou interpolaćı.
Jej́ım charakteristickým rysem je to, že interpolačńı polynom Pn(x) je určen
zadanými hodnotami Pn(xi ) = yi v uzlech xi . Pokud interpolačńı polynom určuj́ı
nav́ıc také p̌redepsané derivace, hovǒŕıme o Hermitově interpolaci.

Předpokládejme tedy, že v každém uzlu xi je zadáno αi + 1 č́ısel y
(0)
i ,

y
(1)
i , . . . , y

(αi )
i . Označme α = n +

∑n
i=0 αi . Pak Hermitovým interpolačńım

polynomem Pα(x) nazveme polynom stupně nejvýše α, který splňuje interpolačńı
podḿınky

dj

dxj
Pα(xi ) = y

(j)
i , j = 0, 1, . . . , αi , i = 0, 1, . . . , n . (3.12)

Nultou derivaćı p̌ritom rozuḿıme funkčńı hodnotu. Je dokázáno, že existuje jediný
takový polynom. Jestliže

y
(j)
i =

dj

dxj
f (xi ) , j = 0, 1, . . . , αi , i = 0, 1, . . . , n ,

ř́ıkáme, že Pα(x) je Hermit̊uv interpolačńı polynom funkce f (x).
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Necht’ 〈a, b〉 je interval obsahuj́ıćı uzly interpolace. Jestliže f ∈ Cα+1〈a, b〉, pak
pro chybu Hermitovy interpolace v bodě x̄ ∈ 〈a, b〉 plat́ı

f (x̄)− Pα(x̄) =
f (α+1)(ξ)

(α + 1)!
(x̄ − x0)

α0+1(x̄ − x1)
α1+1 . . . (x̄ − xn)

αn+1 , (3.13)

kde ξ = ξ(x̄) je (nějaký bĺıže neurčený) bod z intervalu 〈a, b〉.
Použit́ı Hermitova polynomu vysokého stupně obecně nelze doporučit, protože
(stejně jako u Lagrangeovy interpolace) může být chyba interpolace mezi uzly
značná.
Vzorec pro určeńı koeficient̊u Hermitova interpolačńıho polynomu je poměrně
komplikovaný, lze ho naj́ıt nap̌r. v [Stoer, Bulirsch], zde ho neuvád́ıme. Mı́sto toho
si na p̌ŕıkladu ukážeme, jak lze Hermit̊uv polynom určit p̌ŕımo z interpolačńıch
podḿınek.
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Př́ıklad 3.5. Sestroj́ıme Hermit̊uv interpolačńı polynom pro data podle tabulky

xi yi y ′i y ′′i

−1 2 −4 12

1 2 4

Tedy x0 = −1, α0 = 2, y
(0)
0 = 2, y

(1)
0 = −4, y

(2)
0 = 12,

x1 = 1, α1 = 1, y
(0)
1 = 2, y

(1)
1 = 4.

Protože je p̌redepsáno celkem 5 podḿınek, Hermit̊uv polynom navrhneme jako
polynom stupně α = 4. Abychom si ušeťrili práci, zaṕı̌seme ho ve tvaru
mocninného rozvoje okolo toho bodu, v němž je p̌redepsán nejvěťśı počet
podḿınek, v našem p̌ŕıpadě tedy okolo x0 = −1. Pak

P4(x) = a + b(x + 1) + c(x + 1)2 + d(x + 1)3 + e(x + 1)4 .
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Koeficienty a, b, c źıskáme snadno. Z podḿınky P4(−1) = 2 okamžitě dostaneme
a = 2. Podobně z podḿınky P ′

4(−1) = −4 obdrž́ıme b = 4 a protože
P ′′

4 (−1) = 2c , z podḿınky P ′′
4 (−1) = 12 dostaneme c = 6. Dále

P4(1) = 2− 4 · 2 + 6 · 22 + d · 23 + e · 24 = 2 =⇒ 8d + 16e = −16 ,

P ′
4(1) = −4 + 2 · 6 · 2 + 3 · d · 22 + 4 · e · 23 = 4 =⇒ 12d + 32e = −16 .

Tuto soustavu vy̌reš́ıme a dostaneme d = −4, e = 1. Tedy

P4(x) = 2− 4(x + 1) + 6(x + 1)2 − 4(x + 1)3 + (x + 1)4 = x4 − 1 . 2
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Interpolačńı splajny

Jestliže chceme interpolovat funkci f (x) na poměrně dlouhém intervalu 〈a, b〉,
muśıme žádat splněńı interpolačńıch podḿınek v dostatečně velkém počtu bodů.
Pokud bude interpolantem polynom, muśı být vysokého stupně a to, jak v́ıme,
obvykle vede k velkých chybám mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepš́ı je
rozdělit interval 〈a, b〉 na řadu menš́ıch subinterval̊u a na každém z nich sestrojit
interpolačńı polynom nižš́ıho stupně.
Předpokládejme, že

a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn−1 < xn = b (3.14)

je děleńı intervalu 〈a, b〉. V každém uzlu xi je p̌redepsána hodnota yi interpolantu.
Délku i-tého intervalu 〈xi−1, xi 〉 označ́ıme hi a délku nejdeľśıho intervalu h, tj.

hi = xi − xi−1 , i = 1, 2, . . . , n , h = max
1≤i≤n

hi . (3.15)
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Hledaný po částech polynomický interpolant budeme značit S(x) a nazveme ho
interpolačńım splajnem. Na každém intervalu 〈xi−1, xi 〉 je S(x) polynom, jehož
p̌ŕıslušnost k i-tému intervalu vyznač́ıme indexem i , tj.

S(x) je na intervalu 〈xi−1, xi 〉 polynom Si (x) .

K vyjáďreńı polynomu Si (x) s výhodou použijeme lokálńı proměnnou

s = x − xi−1 .

Budeme také použ́ıvat prvńı poměrnou diferenci

δi =
yi − yi−1

xi − xi−1
=

yi − yi−1

hi
.
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Lineárńı interpolačńı splajn (dále jen lineárńı splajn) je to nejjednoduš̌śı, co nás
napadne: každé dva sousedńı body [xi−1, yi−1] a [xi , yi ] spoj́ıme úsečkou. Zřejmě

Si (x) = yi−1 +
yi − yi−1

xi − xi−1
(x − xi−1) = yi−1 + sδi (3.16)

je lineárńı interpolačńı polynom procházej́ıćı body [xi−1, yi−1] a [xi , yi ]. Lineárńı
splajn S(x) je spojitá funkce, derivace S ′(x) je však ve vniťrńıch uzlech obecně
nespojitá.
Jestliže yi = f (xi ), i = 0, 1, . . . , n, a f ∈ C 2〈a, b〉, pak pro chybu interpolace plat́ı

|f (x)− S(x)| ≤ Ch2 , (3.17)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.
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Pro dostatečně mnoho uzl̊u lze učinit chybu libovolně malou. Nap̌ŕıklad p̌ri
vykreslováńı na obrazovku monitoru s rozlǐseńım 1024 x 768 bodů jistě stač́ı použ́ıt
1024 interpolačńıch uzl̊u k źıskáńı kvalitńıho grafu interpolované funkce. Možná
bychom byli spokojeni, i kdybychom zvolili méně uzl̊u, avšak p̌ri postupném
snižováńı počtu uzl̊u by nutně nastal okamžik, kdy by nás již začaly rušit ostré
hrany grafu S(x) v interpolačńıch uzlech. Pokud bychom současně vykreslovali
také funkci f (x), pak by nám začaly vadit také viditelné odchylky interpolantu
S(x) od interpolované funkce f (x) mezi uzly interpolace.

Přesněǰśı interpolant bychom mohli sestrojit tak, že bychom na intervalech
〈x0, xk〉, 〈xk , x2k〉, . . . aproximovali f (x) pomoćı interpolačńıch polynomů stupně
(nejvýše) k > 1. Chyba interpolace by v tom p̌ŕıpadě byla úměrná hk+1, derivace
v uzlech xk , x2k , . . . by však z̊ustaly nespojité. Velké k ale nemá smysl použ́ıvat,
jinak bychom zase mohli dostat velké chyby mezi uzly interpolace a byli bychom
zpět v situaci, které jsme se právě interpolaćı po částech chtěli vyhnout.
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Velmi populárńı je aproximace po částech kubickým polynomem, která je nejen
spojitá, ale má také spojité prvńı nebo dokonce i druhé derivace. Popisu takových
aproximaćı se budeme věnovat v následuj́ıćıch odstavćıch.

Hermit̊uv kubický interpolačńı splajn (dále jen Hermit̊uv kubický splajn)
hledáme jako funkci S(x), která

a) je v intervalu 〈a, b〉 spojitá spolu se svou prvńı derivaćı, tj. S ∈ C 1〈a, b〉,
b) splňuje interpolačńı podḿınky

S(xi ) = yi , S ′(xi ) = di , i = 0, 1, . . . , n , (3.18)

kde yi , di jsou p̌redepsané funkčńı hodnoty a derivace,

c) je na každém intervalu 〈xi−1, xi 〉, i = 1, 2, . . . , n, polynom (nejvýše) ťret́ıho
stupně.

Si (x) je tedy kubický Hermit̊uv polynom jednoznačně určený podḿınkami

Si (xi−1) = yi−1 , S ′
i (xi−1) = di−1 ,

Si (xi ) = yi , S ′
i (xi ) = di .
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Snadno ově̌ŕıme, že tyto podḿınky jsou splněny pro

Si (x) = yi−1 + sdi−1 + s2 3δi − 2di−1 − di

hi
+ s3 di−1 − 2δi + di

h2
i

. (3.19)

Funkce S(x) je spojitá spolu se svou prvńı derivaćı, druhá derivace už obecně
spojitá neńı.

Jestliže yi = f (xi ), di = f ′(xi ), i = 0, 1, . . . , n, a f ∈ C 4〈a, b〉, pak pro chybu
interpolace plat́ı

|f (x)− S(x)| ≤ Ch4 , (3.20)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.

Pokud derivace di nejsou k dispozici, muśıme je vypoč́ıtat pomoćı vhodně
zvolených dodatečných podḿınek.
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Hermit̊uv kubický interpolačńı splajn zachovávaj́ıćı tvar je jednou z možnost́ı.
Derivace di se vyb́ıraj́ı tak, aby pr̊uběh S(x) koṕıroval pr̊uběh lineárńıho splajnu
procházej́ıćıho body [xi , yi ]. Konkrétně, je-li L(x) lineárńı splajn, požadujeme:

a) když má L(x) ve vniťrńım uzlu lokálńı extrém, pak ho tam má také S(x);
b) když L(x) mezi dvěma sousedńımi uzly neklesá, pak tam také S(x) neklesá,

a podobně, když L(x) mezi dvěma sousedńımi uzly neroste, pak tam neroste
ani S(x).

Jednu zdǎrilou implementaci lze naj́ıt v MATLABu jako funkci pchip, viz
[Matlab], [Moler]. Výpočet směrnic di prob́ıhá podle následuj́ıćıch pravidel:

a) Vniťrńı uzly. Jestliže směrnice δi a δi+1 maj́ı opačná znaménka, nebo je-li
některá z nich rovna nule, tj. když plat́ı

δiδi+1 ≤ 0 , polož́ıme di = 0 .

V opačném p̌ŕıpadě urč́ıme di jako zobecněný harmonický pr̊uměr směrnic δi

a δi+1 ze vztahu

w1 + w2

di
=

w1

δi
+

w2

δi+1
, kde w1 = hi + 2hi+1 , w2 = 2hi + hi+1 .

b) Okrajové uzly x0 a xn. Nejjednoduš̌śı je položit d0 = δ1, dn = δn. V algoritmu
pchip se ale použ́ıvá kvalitněǰśı aproximace vycházej́ıćı z kvadratické
interpolace, viz [Moler].
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Kubický interpolačńı splajn (dále jen kubický splajn). Směrnice di ve vniťrńıch
uzlech můžeme určit také tak, že požadujeme, aby splajn S(x) měl nav́ıc spojitou
také druhou derivaci, tj. aby platilo

S ′′
i (xi ) = S ′′

i+1(xi ) , i = 1, 2, . . . , n − 1 . (3.21)

Derivováńım (3.19) dostaneme

S ′′
i (x) =

(6hi − 12s)δi + (6s − 4hi )di−1 + (6s − 2hi )di

h2
i

.

Pro x = xi je s = hi , takže

S ′′
i (xi ) =

−6δi + 2di−1 + 4di

hi
.

Pro x = xi−1 je s = 0 a

S ′′
i (xi−1) =

6δi − 4di−1 − 2di

hi
.
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Když v posledńım vzorci zvěťśıme index i o jedničku, dostaneme

S ′′
i+1(xi ) =

6δi+1 − 4di − 2di+1

hi+1
.

Dosazeńım do (3.21) tak dostaneme rovnice

hi+1di−1 + 2(hi+1 + hi )di + hidi+1 = 3(hi+1δi + hiδi+1) , i = 1, 2, . . . , n − 1 .
(3.22)

Jestliže p̌redeṕı̌seme okrajové podḿınky

S ′(a) = da , S ′(b) = db , (3.23)

pak v soustavě (3.22) dosad́ıme v prvńı rovnici d0 := da a člen h2da p̌revedeme na
pravou stranu, a v posledńı rovnici dosad́ıme dn := db a člen hn−1db p̌revedeme na
pravou stranu. Soustavu pak řeš́ıme a źıskáme zbývaj́ıćı směrnice
di , i = 1, 2, . . . , n − 1.
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Matice soustavy je ťŕıdiagonálńı, diagonálně dominantńı, takže soustavu lze
snadno vy̌rešit GEM upravenou pro soustavy s ťŕıdiagonálńı matićı.

Jestliže yi = f (xi ), i = 0, 1, . . . , n, d0 = f ′(x0), dn = f ′(xn), a když f ∈ C 4〈a, b〉,
pak pro chybu interpolace opět plat́ı (3.20).

Obrázek 3.3 potvrzuje, že pomoćı kubického splajnu lze pro data stejná jako
v p̌ŕıkladu 3.4 dostat zcela vyhovuj́ıćı aproximaci Rungeovy funkce.
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−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 Kubický splajn

1/(1+25x2)

Obr. 3.3: Aproximace Rungeovy funkce kubickým splajnem
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Kubický splajn má pozoruhodnou extrémálńı vlastnost, kterou si ted’ poṕı̌seme.
Označ́ıme

V = {v ∈ C 2〈a, b〉| v(xi ) = yi , i = 0, 1, . . . , n, v ′(x0) = d0, v
′(xn) = dn}

množinu všech funkćı, které maj́ı v intervalu 〈a, b〉 spojitou druhou derivaci,
procházej́ı zadanými body [xi , yi ], i = 0, 1, . . . , n, a v krajńıch bodech a = x0

a xn = b jejich derivace nabývaj́ı p̌redepsaných hodnot d0 a dn. Pak
∫ b

a
[v ′′(x)]2 dx

nabývá na množině funkćı V své nejmenš́ı hodnoty pro kubický splajn S(x), tj.
plat́ı ∫ b

a

[S ′′(x)]2 dx = min
v∈V

∫ b

a

[v ′′(x)]2 dx .

Tato vlastnost má zaj́ımavou interpretaci v mechanice. Je totiž známo, že
ohybová energie homogenńıho izotropńıho prutu, jehož sťrednicová čára má

rovnici y = v(x), x ∈ 〈a, b〉, má p̌ribližně hodnotu E (v) = c
∫ b

a
[v ′′(x)]2 dx , kde c

je vhodná konstanta. A dále je také známo, že prut, který je donucen procházet
pevnými interpolačńımi body [xi , yi ] takovým způsobem, že je namáhán pouze
silami působ́ıćımi kolmo k prutu, zaujme pozici s minimálńı energíı. Extrémálńı
vlastnost tedy tvrd́ı, že kubický splajn aproximuje sťrednicovou čáru takového
prutu.
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Jestliže směrnice da a db v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 neznáme, osvědčil se
postup, označovaný v anglicky psané literatǔre jako not a knot. Myšlenka je
jednoduchá: požadujeme, aby splajn byl jednoduchým polynomem ťret́ıho stupně
na prvńıch dvou intervalech, tj. pro x0 ≤ x ≤ x2, a na posledńıch dvou intervalech,
tj. pro xn−2 ≤ x ≤ xn. V uzlech x1 a xn−1 tedy už nedocháźı k napojováńı dvou
r̊uzných polynomů, tj. uzel x1 a xn−1 už neńı

”
knot“, česky uzel splajnu, odtud

název postupu
”
not a knot“.

Polynomy S1(x) a S2(x) maj́ı v bodě x1 společnou funkčńı hodnotu y1, stejnou
prvńı derivaci d1 a podle (3.21) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy
byly totožné stač́ı, když budou ḿıt v bodě x1 také stejnou ťret́ı derivaci. Stejnou
úvahu lze provést v bodě xn−1. Dostáváme tak okrajové podḿınky

S ′′′
1 (x1) = S ′′′

2 (x1) , S ′′′
n−1(xn−1) = S ′′′

n (xn−1) . (3.24)
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Když pomoćı (3.19) vyjáďŕıme podḿınku S ′′′
1 (x1) = S ′′′

2 (x1) a uprav́ıme ji pomoćı
prvńı rovnice soustavy (3.22), dostaneme rovnici

h2d0 + (h2 + h1)d1 = [(3h1 + 2h2)h2δ1 + h2
1δ2]/(h1 + h2) . (3.25)

Podobně zpracujeme také podḿınku S ′′′
n−1(xn−1) = S ′′′

n (xn−1) a dostaneme rovnici

(hn +hn−1)dn−1 +hn−1dn = [h2
nδn−1 +(2hn−1 +3hn)hn−1δn]/(hn−1 +hn) . (3.26)

Neznámé d0, d1, . . . , dn pak dostaneme jako řešeńı soustavy rovnic, z nichž prvńı
je rovnice (3.25), pak následuje n − 1 rovnic (3.22) a nakonec p̌rijde ještě rovnice
(3.26). Použijeme opět GEM upravenou pro soustavy s ťŕıdiagonálńı matićı.
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Shrnut́ı. Kubický interpolačńı splajn S(x) je funkce, která

a) je v intervalu 〈a, b〉 spojitá spolu se svou prvńı a druhou derivaćı, tj.
S ∈ C 2〈a, b〉,

b) splňuje interpolačńı podḿınky S(xi ) = yi , i = 0, 1, . . . , n, kde yi jsou
p̌redepsané funkčńı hodnoty,

c) je na každém intervalu 〈xi−1, xi 〉 polynom (nejvýše) ťret́ıho stupně,

d) splňuje okrajové podḿınky (3.23) nebo (3.24).
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Př́ıklad 3.6. Oblouk [x(t), y(t)] ≡ [cos t, sin t], t ∈ 〈0, π/2〉, budeme aproximovat
ǩrivkou [Sx(t),Sy (t)], kde Sx(t) resp. Sy (t) jsou kubické splajny funkćı cos t
resp. sin t na intervalu 〈0, π/2〉. Interval 〈0, π/2〉 rozděĺıme na n stejných d́ılk̊u,
takže ti = πi/(2n). Označ́ıme dx

i = [Sx ]′(ti ), dy
i = [Sy ]′(ti ). Protože

x ′(t) = − sin t, y ′(t) = cos t, polož́ıme

dx
0 = − sin 0 = 0 , dx

n = − sin(π/2) = −1 , dy
0 = cos 0 = 1 , dy

n = cos(π/2) = 0 .

V daľśım budeme uvažovat n = 3. Soustavu rovnic (3.22) sestav́ıme zvlášt’ pro
x-ovou a zvlášt’ pro y -ovou složku. Matice obou soustav je stejná, pravé strany
jsou však r̊uzné. Na daľśım řádku je uvedena soustava rovnic se dvěma pravými
stranami a jej́ı řešeńı:

1
6π

(
1 4 1 0
0 1 4 1

)
0 1

dx
1 dy

1

dx
2 dy

2

−1 0

 = 3

(
− 1

2
1
2

√
3

− 1
2

√
3 1

2

)
dy

1 = −dx
2

.
= 0,865537,

dy
2 = −dx

1
.
= 0,499813.

Sx
i (t) a Sy

i (t) urč́ıme podle (3.19). Nap̌ŕıklad pro t ∈ 〈π/6, π/3〉 dostaneme

Sx
2 (t)

.
= 0,8660− 0,4998(t − 1

6π)− 0,4431(t − 1
6π)2 + 0,1195(t − 1

6π)3,

Sy
2 (t)

.
= 0,5000 + 0,8655(t − 1

6π)− 0,2554(t − 1
6π)2 − 0,1195(t − 1

6π)3. 2
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Konstrukce kubického interpolačńıho splajnu užit́ım druhých derivaćı.
Snadno ově̌ŕıme, že kubický polynom

Si (x) = yi−1 + s
6δi − 2hiMi−1 − hiMi

6
+ s2 Mi−1

2
+ s3 Mi −Mi−1

6hi
. (3.27)

splňuje podḿınky

Si (xi−1) = yi−1 , S ′′
i (xi−1) = Mi−1 ,

Si (xi ) = yi , S ′′
i (xi ) = Mi .

Funkce S(x), která je na každém intervalu 〈xi−1, xi 〉 definována p̌redpisem (3.27),
proto žrejmě splňuje podḿınky S(xi ) = yi , S ′′(xi ) = Mi , i = 0, 1, . . . , n. S(x) je
tedy na intervalu 〈a, b〉 spojitá a má v něm spojitou druhou derivaci. Abychom
dostali kubický splajn, muśı ḿıt S(x) v 〈a, b〉 spojitou také prvńı derivaci. Protože
nespojitost S ′(x) může nastat jedině ve vniťrńıch uzlech, stač́ı požadovat

S ′
i (xi ) = S ′

i+1(xi ) , i = 1, 2, . . . , n − 1 . (3.28)
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Vyjáďŕıme-li (3.28) pomoćı (3.27), dostaneme rovnice

hiMi−1+2(hi +hi+1)Mi +hi+1Mi+1 = 6(δi+1−δi ) , i = 1, 2, . . . , n−1 . (3.29)

Když zvoĺıme okrajové podḿınky

S ′′(a) = Ma , S ′′(b) = Mb , (3.30)

dosad́ıme je do (3.29), soustavu rovnic vy̌reš́ıme a źıskáme Mi , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Všimněte si, že matice soustavy (3.29) je symetrická. Je samožrejmě možné
uvažovat také jiné typy okrajových podḿınek, nap̌r. (3.23) nebo (3.24).

Kubický splajn s vlastnost́ı S ′′(a) = S ′′(b) = 0 se nazývá p̌rirozený kubický splajn.
Je známo, že p̌rirozený kubický splajn aproximuje pr̊uhyb prostě podep̌reného
(homogenńıho izotropńıho) nosńıku namáhaného (silami působ́ıćımi kolmo
k nosńıku) tak, že tento nosńık procháźı body [xi , yi ]. Mi maj́ı význam ohybových
moment̊u v [xi , yi ].



Aproximace funkćı Interpolace

Interpolace funkćı v́ıce proměnných

Omeźıme se na p̌ŕıpad, kdy f je funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Ω.

Interpolace po částech lineárńı. Předpokládejme, že Ω je mnohoúhelńık. Oblast
Ω triangulujeme, tj. vyjáďŕıme ji jako sjednoceńı trojúhelńık̊u T1,T2, . . . ,Tm,
z nichž každé dva r̊uzné bud’to nemaj́ı žádný společný bod nebo maj́ı společný
vrchol pop̌ŕıpadě maj́ı společnou stranu. Množinu T = {Tk}m

k=1 všech takových
trojúhelńık̊u nazýváme triangulaćı oblasti Ω. Vrcholy trojúhelńık̊u triangulace
označ́ıme P1 = [x1, y1], P2 = [x2, y2], . . . , Pn = [xn, yn] a nazveme je uzly
triangulace. Předpokládejme, že v každém uzlu Pi je p̌redepsána hodnota
fi = f (xi , yi ) interpolované funkce f .
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Po částech lineárńım interpolantem funkce f na oblasti Ω rozuḿıme funkci S ,
která je v Ω spojitá, splňuje interpolačńı podḿınky S(xi , yi ) = fi , i = 1, 2, . . . , n,
a která je na každém trojúhelńıku Tk ∈ T lineárńı. Na Tk je tedy
z = S(x , y) ≡ Sk(x , y) rovnice roviny určené hodnotami funkce f ve vrcholech
Tk . Připomeňme, že rovnice roviny procházej́ıćı body [xa, ya, za], [xb, yb, zb]
a [xc , yc , zc ] může být vyjáďrena ve tvaru∣∣∣∣∣∣

x − xa y − ya z − za

xb − xa yb − ya zb − za

xc − xa yc − ya zc − za

∣∣∣∣∣∣ = 0 .

Vypoč́ıtat hodnotu z = S(x , y) pro (x , y) ∈ Ω je snadné: urč́ıme trojúhelńık Tk ,
v němž bod [x , y ] lež́ı, a vypočteme z = Sk(x , y).

Chyba interpolace je t́ım menš́ı, č́ım jemněǰśı triangulaci zvoĺıme. Když f ∈ C 2(Ω)
(tj. když f je v Ω spojitá spolu se svými prvńımi a druhými parciálńımi
derivacemi), pak

|f (x , y)− S(x , y)| ≤ Ch2 ,

kde h je nejdeľśı strana trojúhelńık̊u triangulace a C je konstanta nezávislá na h.
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Interpolace po částech bilineárńı. Předpokládejme, že Ω = 〈a, b〉 × 〈c , d〉 je
obdélńık. Pomoćı děleńı a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d
rozlož́ıme výchoźı obdélńık Ω na menš́ı obdélńıky
Rij = {(x , y) | xi−1 ≤ x ≤ xi , yj−1 ≤ y ≤ yj}, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m.
Předpokládejme, že v uzlech [xi , yj ] jsou p̌redepsány hodnoty fij = f (xi , yj) funkce
f .
Na obdélńıku Rij definujeme funkci

Sij(x , y) = fi−1,j−1
xi − x

xi − xi−1

yj − y

yj − yj−1
+ fi,j−1

x − xi−1

xi − xi−1

yj − y

yj − yj−1
+

+ fi−1,j
xi − x

xi − xi−1

y − yj−1

yj − yj−1
+ fij

x − xi−1

xi − xi−1

y − yj−1

yj − yj−1
.

Funkce Sij je bilineárńı , tj. pro pevné x = C je Sij(C , y) lineárńı funkce proměnné
y a pro pevné y = D je Sij(x ,D) lineárńı funkce proměnné x . Funkce Sij je
interpolant funkce f na obdélńıku Rij , tj. Sij nabývá ve vrcholech [xi−1, yj−1],
[xi , yj−1], [xi−1, yj ] a [xi , yj ] stejných hodnot jako funkce f , jak se snadno
p̌resvědč́ıme.
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Na Ω definujeme funkci S p̌redpisem S(x , y) = Sij(x , y) pro (x , y) ∈ Rij ,
i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m. Funkce S je po částech ( = po obdélńıćıch Rij)
bilineárńı. Protože S(xi , yj) = fij , i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m, řekneme, že S je
po částech bilineárńı interpolant funkce f na obdélńıku Ω. Snadno ově̌ŕıme, že S
je v Ω spojitá (stač́ı si uvědomit, že Sij , a tedy také S , je na každé straně
obdélńıka Rij jednoznačně určena pomoćı hodnot funkce f v koncových bodech
této strany). Když f ∈ C 2(Ω), pak pro chybu interpolace plat́ı odhad

|S(x , y)−f (x , y)| ≤ C (h2+k2) , kde h = max
1≤i≤n

(xi−xi−1) , k = max
1≤j≤m

(yj−yj−1)

a C je konstanta nezávislá na h, k.
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označuje postup pro p̌ribližné řešeńı p̌reurčených nebo nep̌resně zadaných soustav
rovnic, založený na minimalizaci kvadrát̊u jejich rezidúı.

Prokládáńı dat ǩrivkami je významná skupina úloh, které lze metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u řešit (v anglicky psané literatǔre se pro tyto aplikace použ́ıvá
označeńı curve fitting). Popǐsme si, o co v takových úlohách jde.
Necht’ tedy t je nezávisle proměnná, nap̌ŕıklad čas, a y(t) je neznámá funkce
proměnné t, kterou chceme aproximovat. Předpokládejme, že jsme provedli m
pozorováńı, tj. hodnoty y byly změ̌reny pro určité (navzájem r̊uzné) hodnoty t:

yi = y(ti ) , i = 1, 2, . . . ,m .

Naš́ım záměrem je modelovat y(t) lineárńı kombinaćı n bázových funkćı pro
nějaké n ≤ m:

y(t) ≈ x1ϕ1(t) + x2ϕ2(t) + · · ·+ xnϕn(t) := Rn(t) .

Bázové funkce navrhujeme podle očekávaného pr̊uběhu neznámé funkce y(t),
určit se maj́ı parametry x1, x2, . . . , xn. Funkce Rn(t) se ve statistice nazývá lineárńı
regresńı funkce.
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Návrhová matice A modelu je obdélńıková matice, která má m řádk̊u a n sloupc̊u:

A =


ϕ1(t1) ϕ2(t1) . . . ϕn(t1)

ϕ1(t2) ϕ2(t2) . . . ϕn(t2)

...
...

...

ϕ1(tm) ϕ2(tm) . . . ϕn(tm)

 ≡ (ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕn) ,

kde ϕi = (ϕi (t1), ϕi (t2), . . . ϕi (tm))T je i-tý sloupec A. Maticová formulace
modelu je

y ≈ Ax ,

kde y = (y1, y2, . . . , ym)T jsou namě̌rená data a x = (x1, x2, . . . , xn)
T je vektor

neznámých parametr̊u. Symbol ≈ vyjaďruje p̌ribližnou rovnost.
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Obr. 3.4: Princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u
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Rezidua jsou rozd́ıly mezi pozorováńımi a modelem:

ri = yi − Rn(ti ) = yi −
n∑

j=1

ϕj(ti )xj ≡ yi −
n∑

j=1

aijxj , i = 1, 2, . . . , n ,

kde aij = ϕj(ti ). V maticovém zápisu

r = y − Ax . (3.31)

Parametry xi chceme určit tak, aby rezidua byla co nejmenš́ı. Metodu nejmenš́ıch
čtverc̊u dostaneme, když minimalizujeme součet čtverc̊u rezidúı:

‖r‖2 :=
m∑

i=1

r2
i → min . (3.32)
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Někdy se použ́ıvá také vážená metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: když jsou některá
pozorováńı důležitěǰśı nebo p̌resněǰśı než ostatńı, pak můžeme p̌risoudit
jednotlivým pozorováńım r̊uzné váhy wi > 0 a minimalizovat součet vážených
čtverc̊u

‖r‖2
w :=

m∑
i=1

wi r
2
i → min .

Je-li nap̌ŕıklad chyba i-tého pozorováńı p̌ribližně rovna ei , zvoĺıme wi = 1/ei . Je
dobré si uvědomit, že každou metodu pro řešeńı nevážené metody nejmenš́ıch
čtverc̊u lze použ́ıt pro řešeńı metody vážené: stač́ı pronásobit yi a i-tý řádek A
součinitelem

√
wi .
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Přibližné řešeńı p̌reurčené soustavy rovnic Ax = y (tj. rovnic je v́ıc než
neznámých), které minimalizuje délku rezidua r = y − Ax, se nazývá řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Normálńı soustava rovnic. Řešeńı minimalizačńı úlohy (3.32) muśı splňovat
nutnou podḿınku pro extrém:

∂‖r‖2

∂xk
=

∂

∂xk

m∑
i=1

yi −
n∑

j=1

aijxj

2

= 0 , k = 1, 2, . . . , n .

Když provedeme naznačené derivováńı, dostaneme

∂‖r‖2

∂xk
= 2

m∑
i=1

yi −
n∑

j=1

aijxj

 (−aik) = 0

a odtud
n∑

j=1

(
m∑

i=1

aikaij

)
xj =

m∑
i=1

aikyi , k = 1, 2, . . . , n ,

což lze zapsat maticově jako
ATAx = ATy . (3.33)
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Soustava lineárńıch rovnic (3.33) je známa jako normálńı soustava rovnic. Když
jsou sloupce matice A lineárně nezávislé, je matice G := ATA pozitivně definitńı
a řešeńı x∗ normálńı soustavy rovnic je jediné řešeńı úlohy (3.32), tj. plat́ı

‖y − Ax∗‖2 = min
x
‖y − Ax‖2 .

Vyjáďŕıme-li normálńı soustavu rovnic pomoćı vektor̊u ϕi , dostaneme
(ϕ1,ϕ1) (ϕ1,ϕ2) . . . (ϕ1,ϕn)

(ϕ2,ϕ1) (ϕ2,ϕ2) . . . (ϕ2,ϕn)

...
... . . .

...

(ϕn,ϕ1) (ϕn,ϕ2) (ϕn,ϕn)




x1

x2

...

xn

 =


(ϕ1, y)

(ϕ2, y)

...

(ϕn, y)

 , (3.34)

kde

(ϕk ,ϕj) =
m∑

i=1

ϕk(ti )ϕj(ti ) a (ϕk , y) =
m∑

i=1

ϕk(ti )yi

jsou skalárńı součiny vektor̊u ϕk ,ϕj a ϕk , y. Matice G soustavy (3.34) se nazývá
Gramova matice soustavy vektor̊u ϕj , j = 1, 2, . . . , n.
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Při návrhu aproximace Rn(t) bychom měli vyb́ırat funkce ϕi (t) tak, aby sloupce
ϕi matice A byly lineárně nezávislé. V opačném p̌ŕıpadě, jak se dá ukázat, má
úloha (3.32) nekonečně mnoho řešeńı, což je žrejmě nežádoućı.
Uved’me si dva významné speciálńı p̌ŕıpady, pro které jsou sloupce matice A
lineárně nezávislé (důkaz lze naj́ıt nap̌r. v [Berezin]):

a) ϕj(t) je polynom stupně j − 1, nap̌r. ϕj(t) = t j−1, j = 1, 2, . . . , n;

b) pro n = 2N + 1, kde N je celé nezáporné č́ıslo, voĺıme

ϕ1(t) = 1, ϕ2k(t) = cos kt, ϕ2k+1(t) = sin kt, k = 1, 2, . . . ,N ,

a
”
časy pozorováńı“ ti vyb́ıráme z intervalu〈c , c + 2π), kde c je libovolné

č́ıslo.

Aproximace Rn(t) je v p̌ŕıpadě a) algebraický polynom a v p̌ŕıpadě b)
trigonometrický polynom.
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Když je m = n a matice A je regulárńı, pak x∗ = A−1y a r = o, tj. Rn(ti ) = yi ,
i = 1, 2, . . . ,m. Pokud jsou však namě̌rená data yi zat́ıžena chybami, pak neńı
účelné, aby funkce Rn(t) tyto chyby koṕırovala. Naopak, aby Rn(t) věrohodně
vystihovala (rekonstruovala) neznámou funkci y(t), je žádoućı, aby Rn(t)
namě̌rená data vyrovnávala (vyhlazovala). To je ale možné jen tehdy, když počet
pozorováńı m je výrazně věťśı než počet n návrhových parametr̊u, tj. pro m � n.
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Př́ıklad 3.7. Pro data p̌redepsaná tabulkou

ti 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

yi 3,57 2,99 2,62 2,33 2,22 2,10 2,05

urč́ıme aproximaci R2(t) = x1 + x2e
−t metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Zřejmě

ϕ1(t) = 1 a ϕ2(t) = e−t . Normálńı soustava rovnic je tvaru
7∑

i=1

1 · 1
7∑

i=1

1 · e−ti

7∑
i=1

e−ti · 1
7∑

i=1

e−ti · e−ti


x1

x2

 =


7∑

i=1

1 · yi

7∑
i=1

e−ti · yi

 .

Vypočteme-li p̌ŕıslušné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvýše 4
desetinná ḿısta) (

7 2,4647

2,4647 1,5805

)(
x1

x2

)
=

(
17,88

7,4422

)
,

jej́ıž řešeńı je x1
.
= 1,9879 a x2

.
= 1,6087. Hledaná aproximace

R2(t)
.
= 1,99 + 1,61e−t a ‖r‖ .

= 0,0651. 2
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Př́ıklad 3.8. Daty z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu prolož́ıme postupně polynomy prvńıho,
druhého a ťret́ıho stupně. Za bázové voĺıme funkce ϕj(t) = t j−1, kde
j = 1, 2, . . . , n a n = 2, 3, 4.

a) Polynom prvńıho stupně. Pro ϕ1(t) = 1 a ϕ2(t) = t dostaneme normálńı
soustavu rovnic (

7 10,5

10,5 22,75

)(
x1

x2

)
=

(
17,88

23,45

)
,

která má řešeńı x1
.
= 3,28 a x2

.
= −0,48, takže R2(t)

.
= 3,28− 0,48t

a ‖r‖ .
= 0,4756. Aproximace lineárńım polynomem tedy neńı vhodná, nebot’

je málo p̌resná.

b) Polynom druhého stupně. Normálńı soustava rovnic
7 10,5 22,75

10,5 22,75 55,125

22,75 55,125 142,1875




x1

x2

x3

 =


17,88

23,45

49,0625


má řešeńı x1

.
= 3,53, x2

.
= −1,09 a x3

.
= 0,20, takže

R3(t)
.
= 3,53− 1,09t + 0,2t2 a ‖r‖ .

= 0,1006. Velikost rezidua se zmenšila, je
však stále věťśı než v p̌ŕıkladu 3.7.
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c) Polynom ťret́ıho stupně. Normálńı soustava rovnic (zobrazujeme nejvýše 4
desetinná ḿısta)

7 10,5 22,75 55,125

10,5 22,75 55,125 142,1875

22,75 55,125 142,1875 381,2813

55,125 142,1875 381,2813 1049,5469




x1

x2

x3

x4

 =


17,88

23,45

49,0625

116,78


má řešeńı x1

.
= 3,57, x2

.
= −1,35, x3

.
= 0,43 a x4

.
= −0,05, takže

R4(t)
.
= 3,57− 1,35t + 0,43t2 − 0,05t3 a ‖r‖ .

= 0,0360.
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Pokud bychom stupeň polynomu dále zvyšovali, zjistili bychom, že polynom R7(t)
šestého stupně procháźı všemi body [ti , yi ], takže je to interpolačńı polynom.

Všimněte si ještě prvk̊u Gramových matic: s rostoućım řádem nejvěťśı koeficient
prudce roste. Spolu s ńım prudce roste také č́ıslo podḿıněnosti Gramových matic.
Do následuj́ıćı tabulky jsme zaznamenali č́ısla podḿıněnosti κ2(G) pro
n = 2, 3, . . . , 7 (spočtená v MATLABu pomoćı maticové ‖ · ‖2 normy)

n 2 3 4 5 6 7

κ2(G) 16 4,27 · 102 1,91 · 104 1,20 · 106 1,17 · 108 2,31 · 1010

Pokud bychom tabulku dat z p̌ŕıkladu 3.7 rozš́ı̌rili o daľśı sloupce, mohli bychom
teoreticky v regresńı funkci

∑n
j=1 xj t

j−1 zvěťsovat n (až do počtu m sloupc̊u).

Prakticky to však možné neńı, nebot’ pro velké n by č́ıslo podḿıněnosti Gramovy
matice bylo neúnosně velké. Regresńı funkce Rn(t) s bázovými funkcemi
ϕj(t) = t j−1, j = 1, 2, . . . , n, se proto pro věťśı n nepouž́ıvaj́ı. Pokud poťrebujeme
polynomickou regresńı funkci vyš̌śıho stupně, měli bychom použ́ıt tzv. ortogonálńı
polynomy, viz nap̌r. [Stoer, Bulirsch]. 2
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Řešeńı p̌reurčených soustav rovnic. Č́ıslo podḿıněnosti κ2(A) je definováno
také pro obdélńıkovou matici A a plat́ı κ2(ATA) = [κ2(A)]2 . To znamená, že
č́ıslo podḿıněnosti Gramovy matice ATA je výrazně věťśı než č́ıslo podḿıněnosti
návrhové matice A. Normálńı rovnice se proto k řešeńı rozsáhlých soustav
p̌reurčených rovnic nehod́ı. Existuj́ı lepš́ı postupy využ́ıvaj́ıćı tzv. QR rozklad
matice A nebo tzv. pseudoinverzi matice A,viz nap̌r. [Stoer, Bulirsch], [Moler].
Obě tyto metody jsou stabilńı a Gramovu matici nepouž́ıvaj́ı. Kvalitńı
implementace jsou dostupné nap̌r. v MATLABu, viz [Matlab].
Tyto metody se také bez pot́ıž́ı vypǒrádaj́ı s p̌ŕıpadem, když jsou sloupce matice A
lineárně závislé. Dá se ukázat, že v tom p̌ŕıpadě má p̌reurčená soustava rovnic
nekonečně mnoho řešeńı (ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. má nekonečně
mnoho řešeńı, která maj́ı stejnou délku rezidua). Jestliže A+ je pseudoinverze
matice A, pak A+y je jednoznačně definované řešeńı, které minimalizuje délku
rezidua, a pokud je takových řešeńı nekonečně mnoho, pak A+y je to z nich, které
má nejmenš́ı délku.
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