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Numericky vypo&et derivace a integralu Uvod

Spole¢nym vychodiskem obou postupl je ndhrada funkce f(x) vhodnou
aproximaci ¢(x), kterd je pak derivovana nebo integrovéna. Jsou-li hodnoty
y; & f(x;) ziskdny m&Fenim, je vhodné data nejd¥ive vyrovnat, tj. ¢ ziskdme
pomoci metody nejmensich &tvercli. Pokud je funkce f(x) zaddna p¥esnymi
hodnotami y; = f(x;) ve velkém pottu uzli x;, pak je d¢elné ur&it ¢ jako po
Castech polynomicky interpolant. KdyZ je uzll jen par, Ize jako ¢ pouZit
Lagrangelv pop¥. Hermitliv polynom nevysokého stupné.
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P¥iblizny vypocet derivace f’(x) ma smysl naptiklad tehdy, kdyz
a) pro dané x miizeme ziskat odpovidajici hodnotu y = f(x), av3ak explicitni
vyjad¥eni funkce f(x) k dispozici nemame a proto vzorec pro f’(x) neumime
napsat;
b) funkce f(x) je tak sloZita, Ze vypotet jeji derivace je p¥ili§ pracny;
c) hodnoty funkce f(x) zndme jen v n&kolika tabulkovych bodech.
V takovych p¥ipadech je ti¢elné nahradit funkci f(x) vhodnou aproximaci (x)
a hodnotu derivace ¢'(x) povaZovat za pFibliznou hodnotu derivace f'(x).
Podobn& postupujeme, kdy? pottebujeme pFiblizn& ur&it vy&&i derivace: £(*)(x)
nahradime pomoci ¢(K)(x).

V daldim si uvedeme nékolik ¢asto pouzivanych formuli zaloZzenych na derivovan{
Lagrangeova interpolagniho polynomu P,(x), tj. kdyZ f’(x) aproximujeme pomoci
P/ (x).



Numericky vypo&et derivace a integralu Numerické derivovani

V dalsim si uvedeme né&kolik ¢asto pouZivanych formuli zaloZenych na derivovani
Lagrangeova interpolagniho polynomu P,(x), tj. kdyZ f'(x) aproximujeme pomoci
P! (x).

Chyba aproximace v uzlovém bod&. Necht f € C"™1(a, b), kde a je nejmeni

a b je nejvé&tdi z uzli interpolace. Pak pro chybu f'(xs) — Pj(xs) v n&kterém z uzld
Xs plati

FrE)

f'(xs) — Pp(xs) = mwn+1(XS)7 (4.1)

kde wpr1(x) = (x — x0)(x — x1) - - - (x — x,) a & je n&jaky bod z intervalu (a, b).

Ptehled uZiteénych vzorci. UvaZme p¥ipad, kdy uzly x; jsou ekvidistantni

s krokem h, tj. x; = xg + ih, i = 1,2,...,n. Abychom docilili jednotného zapisu,
oznatime uzel x5, v némz pot&itame p¥ibliznou hodnotu derivace, vzdy jako x.
Také ostatni uzly ne&islujeme, ale vyjadfujeme je pomoci x jako x + h, x — h
apod. P¥islusny vzorec je platny jen pro funkce, které maji pot¥ebny polet
spojitych derivaci. Bod & leZi vZdy mezi nejmensim a nejvé&tSim uzlem pouZitym ve
vzorci. Pomoci vztahu (4.1) tak dostaneme:



Numericky vypo&et derivace a integralu Numerické derivovani

=1 f(x)= w - %hf”(§)7 (4.22)
() = TCOZIOR) L), (4.20)

_ —3f(x) +4f(x + h) — f(x + 2h)

n=2: f'(x) T + %/Pf”’(f), (4.3a)
Py = FOER IO Lppney - (a3n)

2h 6

F(x) = 3f(x) — 4f(x ;hh) + f(x — 2h) N %hzf”/(g) - (4.30)
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Uved me jest& nejznamé&jsi formuli (x1) = Py (x1) pro vypoet druhé derivace.
Rovnost

f”(X) — f(X + h) — 2fh(2X) + f(X — h) _ %hzf(‘l)(&) (4.4)

ov&ime uZitim Taylorova rozvoje f(x =+ h) okolo x.

Formule ze vzorce (4.2a) je zndma jako prvni diference vpted (doptedna diference)
a formule ze vzorce (4.2b) jako prvni diference vzad (zp&tna diference). Formule
ze vzorce (4.3b) byvéd oznalovéna jako prvni centrélni diference a formule ze
vzorce (4.4) jako druhd centrdlni diference.

Numericky vypocet parcidlni derivace nepfedstavuje Zadny novy problém:
derivujeme-li podle promé&nné x;, ostatnich proménnych x; # x; si neviimame
a nékterou z vySe uvedenych formuli aplikujeme jen na x;. Tak tfeba pomoci
doptedné diference (4.2a) dostaneme

8f(x1,xz) - f(X17X2 + h) — f(Xl,Xz)
8X2 - h
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Podmin&nost numerického vypottu derivace. Ve vzorcich (4.2)—(4.4) jsme
uvedli vzdy formuli (jako prvni stitanec na pravé strang) a jeji diskretizalni chybu
(jako druhy stitanec). P¥i numerickém vypottu derivace hraji vyznamnou roli také
zaokrouhlovaci chyby, a to jak v hodnotach funkce f (tj. ve vstupnich datech), tak
p¥i vyhodnoceni formule (tj. p¥i vypoctu). UkdZeme si to pro formuli ze vzorce
(4.2a).

Ve skutenosti za pfibliznou hodnotu derivace f’(x) povaZujeme vyraz

?(x + h) — ?(x) B
=
[FGt ) el = [0 to] iy Lponey 1%
h 2 h
kde e; resp. €g je zaokrouhlovaci chyba, které se dopustime p¥i vypoctu f(x + h)
resp. f(x). Tedy

?’(x) =

F(x) = f(x+ h,)7_ f(x) VE LE
kde Eq := —1hf"(€) je diskretizatni chyba a E, := —(e1 — £0)/h je chyba
zaokrouhlovaci. Chovéni obou chyb je pro h — 0 diametrdlné odli¥né: zatimco
|E4q| — 0, |E;] — oo. Pro mald h se tedy ziejmé& jednd o Spatn& podmin&nou
Glohu: malé zmé&ny eg, €1 ve vstupnich datech vyvolaji velkou zménu E, a nasledné
také vysledku /(x).
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KdyZ pro jednoduchost zanedbame zaokrouhlovaci chyby vznikajici p¥i vy&isleni
formule [f(x + h) — f(x)]/h, dostdvame pro celkovou chybu E = E; + E, odhad

1
E] < |Edl +|E/| < ShM; +25 = g(h),

> o™

kde My > [f""(€)] a € > max(|e1], |e2)]). Minimalizaci funkce g(h) obdrzime
optimalni délku kroku

hopt = 2, /Mi . pro kterou  |Eope| = &(hopt) = 21/=Ms.
2
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Pfedpoklddejme, Ze hodnoty f(x) i f(x + h) dokdZeme vypotitat s relativni chybou
rovnou ptiblizng &islu §, takZe € & Myd, kde My ~ max(|f(xo)|, |f (xo + h)]). Pro
Mo = My je hopt = 26 a |Eopt| = 2MoV/5. Potitame-li tedy nap¥. ve dvojndsobné
presnosti, tj. kdy? 0 ~ 10716, pak hgpe &2 2 - 1078, Jestlize navic |f'(x)| = My, pak
|Eopt| = 2|f'(x)|V/3, a to znamend, Ze relativni chyba derivace f'(x) je Fadov&
rovna druhé odmocning relativni chyby funk&nich hodnot. To nas opraviiuje k
tvrzeni: p¥i p¥iblizném vypottu derivace formuli dopfedné (nebo zp&tné) diference
dochazi p¥i optimalni volb& kroku ke ztrat& p¥iblizné poloviny platnych cifer.

Podobné chovani vykazuji i ostatni formule numerického derivovani, tj. pro krok h
blizky hop: je numericky vypotet derivace Spatné podminéna lloha: nepatrné
zmengeni kroku vyvola znaény narust chyby, viz obr. 4.1.
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Obr. 4.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = 2h+2-107"°/h je hopt = 2-107° = Eqp
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(R e eiEpstee
P¥iblizny vypocet derivace lze efektivné zpfesnit technikou zndmou jako
Richardsonova extrapolace. Je to univerzalni postup umoziujici pomoci zakladni
P¥edpoklddejme, Ze zdkladni metoda je reprezentovana funkci F(h) parametru h.
Metodou F umime vypotitat hodnotu F(h) pro mald h > 0. Nasim cilem je co
nejpfesn&ji aproximovat hodnotu F(0), kterou vZak p¥imo z formule F ur&it
neumime.
P¥edpoklidejme, Ze funkce F(h) miZe byt zapsdna ve tvaru mocninného rozvoje

F(h) = ao+a1h2—|—a2h4—|—a3h6+... (45)

Pro malé h je F(h) jist& dobrou aproximaci F(0) = ag. Pokusime se najit lep3i
aproximaci ag. Za&neme tim, e vypotteme F(4). Podle (4.5) plati

F(Z)zao—kal (127)2—1—32 (g>4+a3 (;7)6—1—... (4.6)

Nejvétsi chybu ve vyrazu ag — F(h) i ap — F(g) predstavuje &len obsahujici druhou
mocninu h. Zbavime se ho tak, Ze od &ty¥ndsobku rovnice (4.6) odetteme rovnici
(4.5) a vysledek dé&lime tfema. Tak dostaneme

_ AR - F()

3 = a0+ ht + a0+ (4.7)

Fg(h) .
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Konkrétni hodnoty koeficientli u mocnin h nds nezajimaji, takZe se spokojime

s tim, Ze je oznatime pomoci horniho indexu jako a§2), ag2), ... Neni v8ak bez
zajimavosti, Ze \a§2)| < |as|. F2(h) je proto lepsi aproximace ag nez F(h), a pro
dosti malé h je také lepi aproximace nez F(2), nebot ag — F(h) zating az
¢tvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu F, kterd je (pro dosti mald h)
lep3i neZ piivodni metoda F. ProtoZe F,(h) = F(0) je spo&tena pomoci hodnot
funkce F pro h a g predstavuje Fp(h) extrapolaci funkce F do nuly (ovéfte, Ze
Fo(h) = P1(0), kde Pi(t) je linedrni interpolani polynom prochazejici body
[(3)% F(3)] a [, F(h))).
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Podobnym postupem odstranime z F,(h) €len obsahujici &vrtou mocninu h
a ziskdme jest& lepsi aproximaci F(0). Nejprve vypoteme F>(2). Podle (4.7) platf

h NN
F2<2):ao+a§’<2> +a§)(2) T (4.8)

Rovnici (4.8) ndsobime 16, odetteme (4.7) a vysledek d&lime 15. Tak dostaneme
metodu F3, kterd je pro zvolené h definovana predpisem

_ 16F(3) — Fa(h)

3
s —a+aPmo 4. (4.9)

F3(h) :

V&imnéte si, abychom mohli vypotitat F>(2), musime nejd¥ive ur&it F(2).
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Takto mizeme pokralovat a ziskdvat stale lepsi metody, pro které

4F(h)—Fi(h - .
Fii1(h) = % —ao+ a2 i=1,2,... (410)
a kde Fi(h) = F(h). Protoze Fi(h) — F(0) = a’h% + ..., ¥ekneme, e F;(h) je
aproximace F(0) ¥adu h?. Vypotet Ize prehledn& usporadat do tabulky

F1(h) Too

Fi(3)  Fa(h) Tio Tn

Fi(2) F(5) Fs(h) Too Tor Ty

Fi(3) FaA3) Fs(3) Fa(h) T T Ta T T
Fi(L) FAB) F(%) Fu(l) Fs(h) Tao Tar Tao Taz Taa

Tab. 4.1 Richardsonova extrapolace
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Tabulku vypliiujeme po ¥adcich. Prvky tabulky ozna&ime jako Ty;, kde
s=0,1,... je fadkovy index a i = 0,1,...s je index sloupcovy. Prvek Ty
v prvnim sloupci tabulky vypoéteme pomoci zékladni metody F = Fq,

Tw=F(h/2°), s=0.1,. .., (4.11)
a dal3f prvky v tomto ¥adku potitdme ve shod& s (4.10) podle p¥edpisu
AT 10— Te1i1 Tsic1— Ts—1i-1 .
= 2 T : - j— : i : 3 == 1, 2, ey
4 -1 si-1t 41 : s
(4.12)

Ts,' .

Vypotet ukon&ime a Ty povaZujeme za dostatetn& pfesnou aproximaci F(0),
pokud
| Tsi — Tsiza| < max(er| Tyl €a), (4.13)

kde £, je pozadovana relativni pfesnost a £, pozadovand presnost absolutni.
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P¥iklad 4.1. Richardsonovu extrapolaci pouZijeme pro zp¥esnéni vypoctu derivace
podle formule (4.3b). Jestlize ma funkce f dostate¢ny pocet spojitych derivaci, pak

f(x+h)—f(x—h)

._ o ) L 40
F(h) := T _f(x)—i—ﬁhf (x)—i—ahf (x)+..., (414)

takze F(h) je tvaru (4.5).
Potitejme derivaci funkce f(x) = cos x pro x = 1. Zvolime nap¥. h = 0,8
a vypotet ukon&ime, kdy? bude spln&na podminka (4.13) pro e, = ¢, = 107°.
V nésledujici tabulce znatime hy = h/2°, prvky Ty po&itdme ze vztahu
cos(1 + hs) — cos(1 — hs)

T =
s0 2 hs )

prvky Ts1 a Tso v daldich sloupcich potitdme podle (4.12). Cisla v tabulce jsou
zaokrouhlena na 6 cifer. ProtoZe | T3, — T31| < 107°, povaZujeme

T2 = —0,841471 za p¥ibliznou hodnotu f'(1). Pfesnd hodnota

f/(1) = —sin(1) = —0,84147098, tak¥e T3, m4
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s | hs Tso Ts Ts2
0|08 | —0,754543

1]04 | —0819211 —0,840766

2102 | —0,835872 —0,841426 —0,841470
3101 —0,840069 —0,841468

v8echny cifry platné.

O
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Poznamka. Richardsonovu extrapolaci Ize aplikovat na zakladni metodu F také
v pFipadg, kdyZz md funkce F(h) obecny rozvoj

F(h) = ao—I—athl —|—32hP2 —|—a3h”3—|—... (45')

kde 1 < p; < po < p3 < ... jsou ptirozena &isla. P¥esn&jsi metodu F;;1 v tom
ptipad& definujeme pFedpisem

2P F(BY — Fi(h ;
Fi+1(h) = % = 30+3§_;1)hp"+1 +..., i=1,2..., (4.10')

a T potitdme podle

2PiTg i1 — Ts_1,i— Tsic1— Ts—1,i— .
Toi= == S = T R =12,

2pl—1 ) ) )

,S.

(4.12))

Protoze F;(h) — F(0) = a,(i)hp" + ..., fekneme, ZzeF;(h) je aproximace F(0) ¥adu
hPi. Pro p; = 2i dostaneme dFive uvaZovany pfipad, viz (4.5), (4.10)
a (4.12). ]
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P¥iklad 4.2. Richardsonovou extrapolaci zpfesnime vypotet derivace podle
formule (4.2a). Z Taylorovy véty dostaneme

_flx+h) —f(x)

F(h): .

1 1
= f'(x) + Ehf(z)(x) + a/72f<3>(x) +..., (4.15)

co? odpovida (4.5') pro p; = i. Potitat budeme stejnou tlohu jako v p¥ikladu 4.1.
Tentokrat pozadovanou presnost dosdhneme aZz pro Tsg.

S hs TsO 7-51 Ts2 T53 7-54

0 0,8 | —0,959381

1 0,4 | —0,925838 —0,892295

2 0,2 | —0,889723 —0,853608 —0,840712

3 0,1 -0,867062 —0,844401 —0,841332 —0,841421

41 0,05 | —0,854625 —0,842188 —0,841451 —0,841468 —0,841471

510,025 | —0,848137 —0,841648 —0,841468 —0,841471 |—0,841471
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Richardsonova extrapolace je méng& Gi&inna: zatimco pro formuli (4.3b) je T3
aproximace ¥adu h®, pro formuli (4.2a) je Tss aproximace ¥adu h° a k dosaZeni
poZadované presnosti bylo t¥eba zvolit mensi hs. O
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Cilem tohoto odstavce je pFiblizny vypocet integralu /(f) := fab f(x) dx. Existuje
nékolik divod(, pro¢ tento integral nepocitdme pfesné&, napfiklad

a) integrdl /(f) neumime spo&itat analytickymi metodami;

b) analyticky vypocet je p¥ili§ pracny;

c) funkce f(x) je déna jen tabulkou.
Za p¥ibliznou hodnotu integralu /(f) povaZzujeme integral Q(f) := I(¢), kde ¢(x)
je vhodnd aproximace funkce f(x). P¥edpis Q(f) pro p¥iblizny vypolet integralu se
nazyva kvadraturni formule. Rozdil I(f) — Q(f) oznatime R(f) a nazveme
(diskretiza&ni) chybou kvadraturni formule, tedy

I(F) = Q(F) + R(f).
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Rekneme, Ze kvadraturni formule je ¥adu r, kdy# integruje pfesn& polynomy
stupn& r a polynomy stupn& r + 1 uZ presné& neintegruje, tj. kdyz R(x*) = 0 pro
k=0,1,...,r,a R(x™1) #0.

Rad formule sta&i ov&Fit na intervalu (a, b) = (0,1). Skute€n&, pomoci
transformace x = a + t(b — a) dostaneme fab xkdx = (b — a) fol g(t)dt, kde
g(t) = (a+ t(b— a))* je polynom stupn& k v promé&nné t. Proto kdy? formule
integruje pfesn& polynomy stupn& k < r na intervalu (0, 1), integruje presné také
polynomy stupn& r na intervalu (a, b).
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Zakladni formule

dostaneme integraci interpolaéniho polynomu.

Obdélnikova formule. Kdyz Po(x) = f((a+ b)) je polynom stupng 0, t;.
konstanta rovng hodnotg funkce f ve stfedu 1(a+ b) intervalu (a, b), pak
odpovidajici formule

Qu(f) = /abPo(x)dx:(ba)f(a;b> . (4.16)

Nazev formule vyjadtuje skute€nost, Ze pro f(3(a+ b)) > 0 je Qu(f) obsah
obdélnika o stranich délky b — a a f(3(a+ b)). Obdélnikova formule (4.16) se v
anglicky psané literatufe oznauje jako ,, midpoint rule”, odtud index M.
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Obdélnikova formule je ¥adu 1: na intervalu (0,1) je Qu(1) =1=1(1),
Qu(x)=32=1I(x)a Qu(x*)=1+#1 3= I(x?). Pro chybu Ru(f) obdélnikové
formule Ize za ptedpokladu, Zze f € C%(a, b), odvodit

Rm(f) = 24f”(£)(b— a)*, kde & € (a,b) (4.17)

je n&jaky (blize neurteny) bod intervalu (a, b).
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a (at+b)/2 b a b a (at+b)/2 b

Obr. 4.2: Obdélnikova, lichobeZnikova a Simpsonova formule
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Lichobéznikova formule. Jako P;(x) oznatime linedrni polynom prochdzejici
body [a, f(a)] a [b, f(b)]. Integraci P1(x) na intervalu (a, b) obdrzime

Qr(f) = / Pi(x)dx = b; a[f(a) + f(b)]. (4.18)

Nézev formule vyjadfuje skutetnost, Ze pro f(a) > 0, f(b) > 0 je Qr(f) obsah
lichob&Znika, jehoZ rovnob&zné strany maji délky f(a), f(b) a jehoZ vydka je rovna
b — a. Index T je prvni pismeno anglického sliivka trapezoid, ¢esky lichobé&znik.
Lichob&Znikova formule je ¥adu 1: linedrni polynom integruje ptresné, kvadraticky
nikoliv. Kdyz f € C?(a, b), pak pro chybu lichob&Znikové formule plati

Ry (f) = —1—12f”(§)(b ~ 2, kde¢e(ab). (4.19)
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Viimnéte si:

a)

b)

Pokud se druhd derivace f”(x) funkce f(x) na intervalu (a, b) p¥ili¥ neméni,
pak je absolutni hodnota |R7(f)| chyby lichob&znikové fomule p¥iblizng
dvakrat v&tsi nez absolutni hodnota |Ruy(f)| chyby formule obdélnikové.
Pokud druhd derivace f”(x) funkce f(x) nemé&ni na intervalu (a, b)
znaménko, tj. je-li funkce f(x) pot¥ad konvexni nebo konkdvni, pak znaménko
chyby lichob&znikové formule je opa¢né nez znaménko chyby formule
obdélnikové. Za té&chto okolnosti p¥esnad hodnota /(f) integrélu lezi

v intervalu, jeho? krajni body jsou hodnoty Qu(f) a Q7(f).
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Simpsonova formule. IntegraC| kvadratického interpolagniho polynomu P;(x)
prochdzejiciho body [a, f(a)], [3(a+ b), f(3(a+ b))] a [b, f(b)] dostaneme

Qs(f) = /ab Py(x) dx = ? {f(a) 4 4f ("’; b> + f(b)] . (420)

Simpsonova formule je ¥adu 3. OvéFte! (Stadi porovnat Qs(x¥) a I(x¥) na
intervalu (0,1) postupné& pro k = 0,1,2,3,4.) Kdyz f € C*(a, b), pro chybu plati

Rs(f):—g()f(“)(g)(b;a) , kde € € (a,b). (4.21)
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Booleova formule vznikne integraci interpolagniho polynomu Py(x) , jehoZ uzly
jsou kromé& koncovych bodil a, b také st¥ed %(a—f— b) intervalu (a, b) a body
a+3(b—a)ab— 1(b— a) letici v jedné Etvrting a ve tfech &tvrtinach intervalu
(a, b). Booleova formule

Qs(f) = bg_o"” [7:‘(3) 1 32f (3a: b) +12f (a; b> +32f (a :3[’) + 7f(b)]

je ¥adu 5 (ové&fte!). Pokud f € C%(a, b), pro chybu plati

b—a

Re(f) = —if(G)(nB) ( ) ., kde £ € (a,b).

945
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SloZené formule

Abychom dostali dostate¢n& presnou aproximaci integrdlu /(f), rozd&lime interval
(a, b) na kratsi podintervaly a na kazdém z nich pouZijeme n&kterou ze zdkladnich
formuli. Omezime se na pfipad, kdy zdkladni formule na podintervalech jsou vZdy
stejné, a to bud'to obdélnikové nebo lichob&znikové nebo Simpsonovy (sestaveni
sloZené Booleovy formule ponechdvame &tendfi jako cviceni). Budeme uvaZovat
rovnomé&rné (= ekvidistantni) dé&leni

a=xp<x3<--<x,=b kde x;=a+ih h=(b—a)/nai=0,1,...,n
(4.22)
Slozenou formuli na déleni (4.22) budeme zna&it pomoci horniho indexu n. Délka
h se nazyva krok déleni.
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SloZenou obdélnikovou formuli dostaneme sou¢tem jednoduchych
obdélnikovych formuli hf (x;_1 + %h) na podintervalech (x;_1, ;). Vysledkem je
sloZzenda formule

Qu(f):=h {f <x0 + ;h> +f (xl + ;h) o f (xn_l + ;hﬂ . (423)

Chybu Ry, (f) dostaneme jako soutet dil¢ich chyb 2" (&)h® na (xi_1,x;):

1 1 1
R (f) :ﬂhg’f”(fl) + ﬂh3f”(52) toot ﬂ/ﬁfﬁ(fn) =

b—
2?2 E) + £ E) + o e,
Ze spojitosti f” plyne, Ze aritmeticky pramér [f”(&) + /(&) + - -+ " (&)]/n
druhych derivaci je roven druhé derivacif” (&) v n&jakém bod& ¢ € (a, b). Pro
chybu R},(f) slozené obdéInikové formule tedy plati

Riy(f) = (6n, kde ¢ € (a, b). (4.24)
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0 1 2 i-1 i i+l n

Obr. 4.3: SloZena obdélnikova a lichobeZnikova formule
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Slozena lichob&zZnikova formule vznikne sou¢tem jednoduchych
lichob&2nikovych formuli 1 h[f(x;_1) + f(x;)] na podintervalech (x;_1, x;).
Vysledkem je formule

Q(F) = h %f(x0)+ FO) + -+ F(xat) + %f(x,,) . (425)

Chybu R%(f) dostaneme jako soutet chyb —11—21"’(5,~)h3 na podintervalech

{xi—1, X;). Po jednoduché dpravé obdrzime

b—a
12

R(f) = — f'(€)h?, kde ¢ € (a, b). (4.26)
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Slozenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudy polet n dilkl tak, Ze
setteme jednoduché Simpsonovy formule na intervalech (xg, x2), {x2, xa), ...
(Xn—2, Xn) délky 2h:

QU(F) =2 [F(x0) + 4F(x) + FO)] + 3 Fa) + 47(x5) + ()] + -+
2h

E[f(x,,,zl) +4f (xp—3) + f(xp—2)] + %[f(x,,,z) +4f (xp—1) + (xn)] -

Odtud tedy

QUf) = g[f(xo) +A4f(x1) +2f (%) +4F(x3) + - - +2f (Xp—2) + 4 (Xp—1) + F (xn)] -
(4.27)
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Chyba RZ(f) je souttem chyb na podintervalech:

RA(F) = = gs i ®(&) — gsh®f0(&) =+ — s FFO() =

- gt {3 e + e o 6] |

Kdyz aritmeticky primé&r ¢tvrtych derivaci (tj. vyraz ve slozené zavorce)
nahradime &lenem f(*)(¢), dostaneme

RA(f) = —%ﬂ‘”(f)h“, kde & € (a, b). (4.28)
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Jak dosahnout pozadované presnosti. Vyvstava otdzka jak zajistit, aby chyba,
které se pfi numerickém vypo&tu integralu dopustime, byla mensi neZ zadana
tolerance e. Ve vzorcich (4.24), (4.26) a (4.28) bohuZel vystupuje bliZze neurtené
&islo &, o nEmZ vime jen to, Ze leZi n&kde v intervalu (a, b). KdyZ oznatime

M, = max |f"(x)|, My = max |[F@(x)|,
x€(a,b) x€(a,b)

pak chyby miZeme odhadnout podle vztahu

b—
[Ry(f)] < TaMth pro sloZenou obdélnikovou formuli, (4.24")
|RT(F)] < %Mzh2 pro sloZenou lichob&Znikovou formuli, (4.26")
b—
|RS(f)] < 1803 My h* pro sloZenou Simpsonovu formuli. (4.28")

Potet dilkii n = (b — a)/h pak lze urtit tak, aby |Rf,(f)| < e pop¥. |RE(f)| < e
nebo |RZ(f)| < e. Takto stanoveny potet dilkil je v3ak zpravidla ptehnan& velky.
To je disledek toho, Ze jsme v odhadech chyb nahradili derivaci v blize neuréeném
bod& maximem této derivace na celém intervalu (a, b).
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P¥iklad 4.3. Uréeme polet dilkl n tak, abychom vypoditali foﬂ/z e€* cos x dx

s chybou nejvy$e 10=* pomoci slozené obdélnikové, lichob&Znikové a Simpsonovy
formule. P¥esnd hodnota foﬂ/2 e* cos x dx = 3e*(cos x + sin x) 3/2 = 1,905239.
Pro f(x) = e cosx je f”(x) = —2e~sinx a tedy M, = 2¢7/2. V piipadé
obdélnikové formule pomoci (4.24") odvodime:

2
2 2
RNl Frae? (T2) <10t = nzws.
n

Provedeme-li vypotet s timto n podle (4.23), dostaneme Qi2%(f) = 1,905277,
takZe skutetna chyba je asi 3,8 - 1075. Cestou pokus(i se ukazalo, e pro dosaZeni
poZadované tolerance stadi vzit n = 78.
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V pfipadg lichob&znikové formule pomoci (4.26") odvodime:

2

|RIL(F)] < LIEPYET <7T/2> <107* — n>177.
12 n

Vypottem podle (4.25) dostaneme QY7(f) = 1,905201, tj. skuteZnd chyba je asi

3,8-1075. Experimentaln& |ze ov&Fit, Ye pozadovanou presnost Ize dosdhnout u?

p¥i n = 110

VEimnéte si, e QY7(f) < I(f) < Qi25(f). To neni ndhoda. Na (0, 7/2) je

f"(x) <0, tj. f je konkavni, a proto Q7' (f) < I(f) < Qu;(f) pro libovolné potty

ny, nNp dilka.

Pro odhad po¢tu dilki Simpsonovy formule vypoétemef(4)(x) = —4e* cos x

a urtime M, = 4e™/2. Podle (4.28") tak odvodime:

2 2\*
R < Thoae (T2 <200 = azi2,

Vypottem podle (4.27) dostaneme QL%(f) = 1,905226, tj. skute€na chyba je asi
1,3 -107°. PoZadovana presnost je ve skutetnosti dosaZena u pro n = 8. O
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Metoda poloviéniho kroku. Chybu sloZené kvadraturni formule je moZné
odhadnout postupem, kterému se Casto ¥ikd metoda polovi¢niho kroku. Nazev
vystihuje podstatu metody: integral spoteme nejd¥ive s krokem h, pak
s polovignim krokem h/2, a vhodnou kombinaci obou t&chto vysledki obdrzime
odhad chyby.
Ted' si to vysvétlime podrobngji. Vyjdeme z toho, Ze pro sloZenou formuli s n dilky
délky h plati

I(F) = Q(F) + cFP ()P,

kde c je konstanta, £ je n&jaky bod intervalu (a, b) a p — 1 je ¥ad formule, viz
(4.24), (4.26) a (4.28). Kdyz pouZzijeme tutéz formuli, ale tentokrat pro
dvojndsobny polet 2n dilki, pak misto pdvodni délky h dilku budeme pracovat
s polovi¢ni délkou h/2 a dostaneme
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h P
1) = @)+ o(0) (5)
kde 7 je n&jaky bod z (a, b). Ptedpokladejme nyni, e derivace f(P)(x) se na
intervalu (a, b) p¥ilis neméni, takze f(P)(¢) ~ f(P)(n). Kdy? oznatime
M = cfP)(n)) = cf(P)(€), pak
h P
Im_QWﬂ+Mc>zQWMWW.

h\" ~
Odtud vyjadiime M (2) a tak dostaneme odhad R2"(f) chyby
R20(f) = I(f) — Q>"(f):

Iﬂ?z"(f) =

1 2n n
57 L@ —Q"()] . (4.29)
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Vypolet zajistujici dosaZeni pozadované p¥esnosti € organizujeme tak, Ze nejprve
vypotteme Q™ (f) pro potatetni déleni intervalu (a, b) na ng dilki. Postupn&
pocet dilki zdvojndsobujeme, tj. potitdme Q" (f) pro ng = 2°ng, kde s = 1,2, ...
Kdy? pro ur&ité ns bude |R?™(f)| < e, pak za p¥ibliznou hodnotu /(f) povaZzujeme
hodnotu formule Q2™ (f) zp¥esn&nou tim, ¥e k ni pFicteme odhad chyby R2(f),
tj. I(f) aproximujeme pomoci

Q(f) == Q%™(f) + R*™(f). (4.30)

Cely postup je vlastn& jednim krokem Richardsonovy extrapolace, viz (4.5")
a (4.12"): Q@™(f) odpovida T z prvniho sloupce tabulky 4.1 a zpFesn&na hodnota
odpovidd T 11 z druhého sloupce.

Ptiklad 4.4. Potitejme opét fow/2 e* cos x dx s presnosti 1074, Na po&atku
zvolime dva dilky a dale pak 4,8, ... Metodou poloviéniho kroku zjistime, Ze pro
obdélnikovou a lichob&znikovou formuli (p = 2) sta&i pouzit 128 dilkd a pro
Simpsonovu formuli (p = 4) postaci 8 dilki. Zp¥esn&na hodnota (4.30) dosazena
pro uvedené potty dilkil je vyrazn& presn&jsi ne? pozadovand presnost 1074, O
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Rombergova integrace je zaloZena na Richardsonové extrapolaci sloZené
lichob&Znikové formule. KdyZ ma totiZ funkce f dostatetny polet spojitych
derivaci, pak je znamo, Ze pro F(h) :== Q% (f), kde h = (b — a)/n, plati rozvoj
(4.5), v némz ag = I(f), tj.

QU(f) = I(f) + arh®* + aph* + a3h® + ...

P¥iblizny vypotet integrélu /(f) lze proto provést podle vzorcii (4.11)—(4.13).
Oznatime-li ns =2°na hy =27°h, s =0,1,..., pak Tso = QF(f) je sloZend
lichob&Znikova formule pro ns dilkl. PYi jejim vypoctu s vyhodou vyuZijeme hodnot
funkce f, které jsme uZ d¥ive vypocetli na hrubsich délenich. D3 se ukazat, Ze
Ts1 = Q& (f) je slozend Simpsonova formule a Ts, = Qg (f) je sloZend Booleova
formule. Obecné plati, Ze T je kvadraturni formule ¥adu 2/ + 1 s krokem h;.
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Ptiklad 4.5. Rombergovou metodou vypoéteme fow/z e* cos x dx s pFesnosti 1074
Vysledek je zaznamendn v ndsledujici tabulce. ProtoZe |/(f) — T| =2,7-107°,
Ty = 1,90524 m3

S Ns TsO 7—sl Ts2

ol 2 | 161076

1] 4 | 1,83082 1,90418

2| 8 | 1,88659 1,90517 [1,90524

viechny cifry platné. O
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Dopliiujici poznatky

Obecny tvar kvadraturni formule je
Q(f) = wof(x0) + waf(x1) + -+ + wyf(xn). (4.31)

Body xg, x1, . .., X, se nazyvaji uzly a &isla wp, w, ..., w, koeficienty (n&kdy také
vahy) kvadraturni formule.
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Gaussovy kvadraturni formule vybiraji uzly a koeficienty tak, aby formule méla
maximalni ¥4d r = 2n+ 1 (da se ukazat, Ze vy33i ¥ad formule (4.31) mit nemize).
Gaussovy formule se b&Zn& uvadgji pro interval (—1,1). To v3ak neni zddné
omezeni, nebot substituci
a+b b-—a
+ t

2 2
Ize vypotet integrélu pfevést z intervalu (a, b) na interval (—1,1). Uzly
a koeficienty Gaussovych formuli najdeme v kaZdé u&ebnici numerické matematiky.
My zde uvedeme jen prvni t¥i formule pro n =0,1,2 (pro vypotet integralu na
intervalu (—1,1)):

1

Qeo(f) = 2£(0), Reo(f) = 31"(€),
Qai() =1 (- ) +7 (). Rr(F) = 13 7(€)
Qealf) = o F(~V/0.6) + 5F(0) + SF(/0.6), Roa(f) = 575FV(E).
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Ve vzorcich pro chybu je & n&jaky (blize neurteny) bod z intervalu (-1, 1), pro
kazdou formuli obecn& jiny. V&imn&te si, Ze Qgo(f) je obdélnikova formule.
Formule Qg1(f) integruje pfesn& polynomy stupn& 3 stejn& jako Simpsonova
formule. Zatimco Simpsonova formule Qs(f) je t¥ibodova, Gaussova formule
Qc1(f) je jen dvoubodova. Srovnanim tvaru zbytku Rs(f) Simpsonovy formule
a Rg1(f) Gaussovy formule Ize usuzovat, ze Gaussova formule je p¥iblizn& o 50%
presn&jsi. T¥ibodova formule Qga(f) integruje p¥esn& polynomy stupn& 5. Kdyz
ma funkce f dostatelny pocet spojitych derivaci, lze pouZivat Gaussovy formule
vysokych ¥adl (tfeba az 19 pro desetibodovou formuli), které jsou velmi p¥esné.
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Adaptivni integrace je zaloZena na nerovnomérném déleni intervalu integrace
(a, b): v mistech, kde je integrovand funkce dostatetn& hladkd a mé&ni se pomalu,
pouZijeme déleni hrubsi, a v mistech, kde je vypolet integralu obtizny, pouZijeme
déleni jemné&jsi.

Vysvétleme si, jak se to da prakticky ud&lat. Integral /(a, b) f f(x

pocitame dvéma kvadraturnimi formulemi: zdkladn{ formull Ql(a b) a presnéjél'
formuli Q2(a, b). KdyZ si predstavime, Ze formule Q; je zcela pfesnd, mizZeme
chybu I(a, b) — Qi(a, b) aproximovat vyrazem @a(a, b) — Q1(a, b). Proto, je-li
|Q2(a, b) — Qi(a, b)| < ¢, kde € je zadand pFesnost, povaZujeme

Q(a, b,e) := Qx(a, b) za pfibliznou hodnotu integrdlu /(a, b). V opa&ném pf¥ipadg,
tj. pro |Qa2(a, b) — Qu1(a, b)| > ¢, interval (a, b) rozdélime na dva stejn& dlouhé
intervaly (a, c) a (c, b), kde ¢ = (a+ b)/2, na téchto intervalech spotteme
nezdvisle na sobé& pFiblizné hodnoty Q.. := Q(a, ¢,é) a Qu := Q(c, b, &) integrall
I(a,c) a I(c, b), a nakonec poloZzime Q(a, b, ) := Qac + Qep. Algoritmus je
rekurzivni: vypolet Q(a, c,£) a Q(c, b, &) na , dcefinnych " intervalech (a, c)

a {c, b) probihd analogicky jako vypotet Q(a, b,¢) na , matefském" intervalu

(a, b).
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Sikovnou implementaci adaptivni integrace dostaneme, kdy# zékladni formule @
je slozend Simpsonova formule Q¢ a presngj&i formule Q, je Booleova formule
Qs = Q4. Obé& formule pouZivaji stejné uzly: krajni body a, b, stfed ¢ = %(a + b)
a body d = a+ 1(b—a) v jedné &tvrting a e = b — (b — a) ve ttech Etvrtinach
intervalu (a, b). Na dce¥inném intervalu proto sta&i dopotitat jen dv& hodnoty
f(d) a f(e), nebot zbyvajici tfi hodnoty f(a), f(b) a f(c) se pfevezmou

z matefského intervalu.

ProtoZe délka dcefinného intervalu je rovna poloviné délky intervalu matefského,
zd3 se pFirozené volit £ = %5. Teoreticka analyza i praktické zkuSenosti viak
potvrdily, Ze staéi uvaZovat € = €. Podrobny popis tohoto algoritmu miZe &tend¥
najit nap¥. v [Moler] nebo [Mathews, Fink], viz také funkce quad v MATLABu.
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Hruhy popis zaznamendva nasledujici
algoritmus ADAPT:
function Q(f,a, b,¢);

== Qi(f,a,b); { Simpsonova formule Q¢ }

b= @(f,a,b); { Booleova formule Q3 }

c:=(a+b)/2; { stfed intervalu (a, b) }

if abs (L — h) < ¢ then {je dosaZena poZzadovang p¥esnost ? }
Q:=h { ano, hodnota /, se akceptuje }

else { ne, rekurzivni volani funkce Q na}

Q= Q(f,a,c,e)+ Q(f,c, b,e) { dcefinnych subintervalech (a,c) a (c, b) }

Kvili jednoduchosti jsme do algoritmu ADAPT nezahrnuli pfenos funkénich
hodnot f(a), f(d), f(c), f(e) a f(b) (pouzivaji se p¥i vyhodnoceni formuli Q; a
@2) z mate¥ského intervalu (a, b) do dcefinnych intervalli (a, c) a {(c, b).
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Podminénost numerického vypoctu integralu. UkdZzeme, Ze vypolet podle
kvadraturni formule (4.31) s kladnymi koeficienty w; je dobfe podmin&na dloha.
Pro jednoduchost se omezime jen na prozkoumdni vlivu nepfesnosti ve funk&nich
hodnotach, tj. nebudeme uvaZovat zaokrouhlovaci chyby vznikajici p¥i provadéni
aritmetickych operaci v prib&hu vyhodnocovani formule.

P¥edpoklddejme tedy, Ze misto pfesnych hodnot f(x;) dosadime do formule
priblizné hodnoty (x;) = f(x;) + &;. Pak

Q(f) == Z wif(x;) = Z wif(x;) + Z wig; = Q(f) + Z WiEi .
i—0 i—0 i—0 i—0

V dalsim vyuZijeme toho, Ze kazda smysluplnd formule integruje pfesné konstantni
funkci. Pak ale Y7 o w; = Q(1) = fab 1dx = b — a. KdyZ ozna&ime ¢ = max; |¢;]
velikost maximalni chyby ve funk&nich hodnotdch, dostaneme pro chybu
kvadraturni formule odhad

|Q(F) |—|ZW:€,|<ZW,|€,|<€ZW,_

Odtud je vidét, Ze kdyZ jsou chyby ; malé, je chyba kvadraturni formule také
mala.
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Numericky vypocet integralu funkce dvou proménnych. V odstavci
vénovaném interpolaci fukci vice proménnych jsme uvedli dva p¥iklady, jak funkci
f v oblasti Q aproximovat interpolantem 5 Integracf funkce S pres oblast Q pak
dostaneme sloZenou kvadraturni formuli @ fQ X, y)dxdy aproximujici

= [o f(x,y)dxdy.
V ptipadé po ¢&astech linedrni interpolace

m

f):/QS(X,y)dXdy:Z Sk(x,y)dxdy,

k=1" T«

kde Sk je linedrni polynom jednozna&né& uréeny hodnotami funkce f ve vrcholech
trojihelnika Ty a Q =T, U T, U---U T,,. Snadnym vypo&tem dostaneme

. Si(x, y)dxdy = 3| Ti| - [F(Ax) + F(B) + F(Co)],

kde | Tx| je obsah trojihelnika Ty a f(Ax), f(Bk), f(Ck) jsou hodnoty funkce f ve
vrcholech Ay, By, C trojihelnika Ti. Pro f € C3(Q) je |I(f) — R(f)| < Ch?, kde
h je nejdeldi strana trojihelnikd T, a C je konstanta nezdvisld na h. Vidime tedy,
Ze chyba je libovoln& mald, kdyZ zvolime dostate¢n& jemnou triangulaci oblasti Q.
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V ptipadé bilinedrni interpolace postupujeme podobné:

Q(f) = /QS(X,y) dxdy = ZZ/R Sij(x,y)dxdy,

i=1 j=1

kde Sj; je bilinedrni polynom jednoznatn& uréeny hodnotami funkce f ve vrcholech
tytihelnika Rj a Q = Ri3 U Rip U -+ - U Ryy. Na obdéiniku Rj; pak snadno
odvodime

/ Si(x,y)dxdy = IRyl - (fiorjo1 + fij1 + i+ f),
Rij

kde |R;| = (xi — xi—1)(y; — yj—1) je obsah obdélnika R;;. Pokud f € C?(Q), pak
pro chybu plati |/(f) — R(f)] < C(h* + k?), kde h = max;(x; — x;—1),

k = max;(y; — yj—1) a kde C je konstanta nezavisla na h, k. Chybu zfejm& opét
u&inime libovoln& malou, pokud obdélnik Q rozdé&lime dostate&n& jemn&.
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