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Numerický výpočet derivace a integrálu Úvod

Společným východiskem obou postupů je náhrada funkce f (x) vhodnou
aproximaćı ϕ(x), která je pak derivována nebo integrována. Jsou-li hodnoty
yi ≈ f (xi ) źıskány mě̌reńım, je vhodné data nejďŕıve vyrovnat, tj. ϕ źıskáme
pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Pokud je funkce f (x) zadána p̌resnými
hodnotami yi = f (xi ) ve velkém počtu uzl̊u xi , pak je účelné určit ϕ jako po
částech polynomický interpolant. Když je uzl̊u jen pár, lze jako ϕ použ́ıt
Lagrange̊uv pop̌r. Hermit̊uv polynom nevysokého stupně.
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Numerický výpočet derivace a integrálu Numerické derivováńı

Přibližný výpočet derivace f ′(x) má smysl nap̌ŕıklad tehdy, když

a) pro dané x můžeme źıskat odpov́ıdaj́ıćı hodnotu y = f (x), avšak explicitńı
vyjáďreńı funkce f (x) k dispozici nemáme a proto vzorec pro f ′(x) neuḿıme
napsat;

b) funkce f (x) je tak složitá, že výpočet jej́ı derivace je p̌ŕılǐs pracný;

c) hodnoty funkce f (x) známe jen v několika tabulkových bodech.

V takových p̌ŕıpadech je účelné nahradit funkci f (x) vhodnou aproximaćı ϕ(x)
a hodnotu derivace ϕ′(x) považovat za p̌ribližnou hodnotu derivace f ′(x).
Podobně postupujeme, když poťrebujeme p̌ribližně určit vyš̌śı derivace: f (k)(x)
nahrad́ıme pomoćı ϕ(k)(x).

V daľśım si uvedeme několik často použ́ıvaných formuĺı založených na derivováńı
Lagrangeova interpolačńıho polynomu Pn(x), tj. když f ′(x) aproximujeme pomoćı
P ′

n(x).
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V daľśım si uvedeme několik často použ́ıvaných formuĺı založených na derivováńı
Lagrangeova interpolačńıho polynomu Pn(x), tj. když f ′(x) aproximujeme pomoćı
P ′

n(x).

Chyba aproximace v uzlovém bodě. Necht’ f ∈ C n+1〈a, b〉, kde a je nejmenš́ı
a b je nejvěťśı z uzl̊u interpolace. Pak pro chybu f ′(xs)− P ′

n(xs) v některém z uzl̊u
xs plat́ı

f ′(xs)− P ′
n(xs) =

f (n+1)(ξs)

(n + 1)!
ω′

n+1(xs) , (4.1)

kde ωn+1(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) a ξs je nějaký bod z intervalu (a, b).

Přehled užitečných vzorc̊u. Uvažme p̌ŕıpad, kdy uzly xi jsou ekvidistantńı
s krokem h, tj. xi = x0 + ih, i = 1, 2, . . . , n. Abychom doćılili jednotného zápisu,
označ́ıme uzel xs , v němž poč́ıtáme p̌ribližnou hodnotu derivace, vždy jako x .
Také ostatńı uzly neč́ıslujeme, ale vyjaďrujeme je pomoćı x jako x + h, x − h
apod. Př́ıslušný vzorec je platný jen pro funkce, které maj́ı poťrebný počet
spojitých derivaćı. Bod ξ lež́ı vždy mezi nejmenš́ım a nejvěťśım uzlem použitým ve
vzorci. Pomoćı vztahu (4.1) tak dostaneme:
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n = 1 : f ′(x) =
f (x + h)− f (x)

h
− 1

2
hf ′′(ξ) , (4.2a)

f ′(x) =
f (x)− f (x − h)

h
+

1

2
hf ′′(ξ) , (4.2b)

n = 2 : f ′(x) =
−3f (x) + 4f (x + h)− f (x + 2h)

2h
+

1

3
h2f ′′′(ξ) , (4.3a)

f ′(x) =
f (x + h)− f (x − h)

2h
− 1

6
h2f ′′′(ξ) , (4.3b)

f ′(x) =
3f (x)− 4f (x − h) + f (x − 2h)

2h
+

1

3
h2f ′′′(ξ) . (4.3c)
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Uved’me ještě nejznáměǰśı formuli f ′′(x1)
.
= P ′′

2 (x1) pro výpočet druhé derivace.
Rovnost

f ′′(x) =
f (x + h)− 2f (x) + f (x − h)

h2
− 1

12
h2f (4)(ξ) . (4.4)

ově̌ŕıme užit́ım Taylorova rozvoje f (x ± h) okolo x .
Formule ze vzorce (4.2a) je známa jako prvńı diference vp̌red (dop̌redná diference)
a formule ze vzorce (4.2b) jako prvńı diference vzad (zpětná diference). Formule
ze vzorce (4.3b) bývá označována jako prvńı centrálńı diference a formule ze
vzorce (4.4) jako druhá centrálńı diference.

Numerický výpočet parciálńı derivace nep̌redstavuje žádný nový problém:
derivujeme-li podle proměnné xi , ostatńıch proměnných xj 6= xi si nevš́ımáme
a některou z výše uvedených formuĺı aplikujeme jen na xi . Tak ťreba pomoćı
dop̌redné diference (4.2a) dostaneme

∂f (x1, x2)

∂x2
≈ f (x1, x2 + h)− f (x1, x2)

h
.
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Podḿıněnost numerického výpočtu derivace. Ve vzorćıch (4.2) – (4.4) jsme
uvedli vždy formuli (jako prvńı sč́ıtanec na pravé straně) a jej́ı diskretizačńı chybu
(jako druhý sč́ıtanec). Při numerickém výpočtu derivace hraj́ı významnou roli také
zaokrouhlovaćı chyby, a to jak v hodnotách funkce f (tj. ve vstupńıch datech), tak
p̌ri vyhodnoceńı formule (tj. p̌ri výpočtu). Ukážeme si to pro formuli ze vzorce
(4.2a).
Ve skutečnosti za p̌ribližnou hodnotu derivace f ′(x) považujeme výraz

f̃ ′(x) :=
f̃ (x + h)− f̃ (x)

h
=

=
[f (x + h) + ε1]− [f (x) + ε0]

h
= f ′(x) +

1

2
hf ′′(ξ) +

ε1 − ε0

h
,

kde ε1 resp. ε0 je zaokrouhlovaćı chyba, které se dopust́ıme p̌ri výpočtu f (x + h)
resp. f (x). Tedy

f ′(x) =
f̃ (x + h)− f̃ (x)

h
+ Ed + Er ,

kde Ed := − 1
2hf ′′(ξ) je diskretizačńı chyba a Er := −(ε1 − ε0)/h je chyba

zaokrouhlovaćı. Chováńı obou chyb je pro h → 0 diametrálně odlǐsné: zat́ımco
|Ed | → 0, |Er | → ∞. Pro malá h se tedy žrejmě jedná o špatně podḿıněnou
úlohu: malé změny ε0, ε1 ve vstupńıch datech vyvolaj́ı velkou změnu Er a následně
také výsledku f̃ ′(x).
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Když pro jednoduchost zanedbáme zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ıćı p̌ri vyč́ısleńı
formule [f̃ (x + h)− f̃ (x)]/h, dostáváme pro celkovou chybu E = Ed + Er odhad

|E | ≤ |Ed |+ |Er | ≤
1

2
hM2 + 2

ε

h
≡ g(h) ,

kde M2 ≥ |f ′′(ξ)| a ε ≥ max(|ε1|, |ε2)|). Minimalizaćı funkce g(h) obdrž́ıme
optimálńı délku kroku

hopt = 2

√
ε

M2
, pro kterou |Eopt | = g(hopt) = 2

√
εM2 .
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Předpokládejme, že hodnoty f (x) i f (x + h) dokážeme vypoč́ıtat s relativńı chybou
rovnou p̌ribližně č́ıslu δ, takže ε ≈ M0δ, kde M0 ≈ max(|f (x0)|, |f (x0 + h)|). Pro
M0 ≈ M2 je hopt ≈ 2

√
δ a |Eopt | ≈ 2M0

√
δ. Poč́ıtáme-li tedy nap̌r. ve dvojnásobné

p̌resnosti, tj. když δ ≈ 10−16, pak hopt ≈ 2 · 10−8. Jestliže nav́ıc |f ′(x)| ≈ M0, pak

|Eopt | ≈ 2|f ′(x)|
√

δ, a to znamená, že relativńı chyba derivace f̃ ′(x) je řádově
rovna druhé odmocnině relativńı chyby funkčńıch hodnot. To nás opravňuje k
tvrzeńı: p̌ri p̌ribližném výpočtu derivace formuĺı dop̌redné (nebo zpětné) diference
docháźı p̌ri optimálńı volbě kroku ke ztrátě p̌ribližně poloviny platných cifer.

Podobné chováńı vykazuj́ı i ostatńı formule numerického derivováńı, tj. pro krok h
bĺızký hopt je numerický výpočet derivace špatně podḿıněná úloha: nepatrné
zmenšeńı kroku vyvolá značný nárust chyby, viz obr. 4.1.
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Obr. 4.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = 1
2
h+2 ·10−16/h je hopt = 2 ·10−8 = Eopt
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Přibližný výpočet derivace lze efektivně zp̌resnit technikou známou jako
Richardsonova extrapolace. Je to univerzálńı postup umožňuj́ıćı pomoćı základńı
metody nižš́ı p̌resnosti vytvá̌ret metody vyš̌śı p̌resnosti. Ukažme si, jak se to dělá.
Předpokládejme, že základńı metoda je reprezentována funkćı F (h) parametru h.
Metodou F uḿıme vypoč́ıtat hodnotu F (h) pro malá h > 0. Naš́ım ćılem je co
nejp̌resněji aproximovat hodnotu F (0), kterou však p̌ŕımo z formule F určit
neuḿıme.
Předpokládejme, že funkce F (h) může být zapsána ve tvaru mocninného rozvoje

F (h) = a0 + a1h
2 + a2h

4 + a3h
6 + . . . (4.5)

Pro malé h je F (h) jistě dobrou aproximaćı F (0) = a0. Pokuśıme se naj́ıt lepš́ı
aproximaci a0. Začneme t́ım, že vypočteme F ( h

2 ). Podle (4.5) plat́ı

F

(
h

2

)
= a0 + a1

(
h

2

)2

+ a2

(
h

2

)4

+ a3

(
h

2

)6

+ . . . (4.6)

Nejvěťśı chybu ve výrazu a0 − F (h) i a0 − F ( h
2 ) p̌redstavuje člen obsahuj́ıćı druhou

mocninu h. Zbav́ıme se ho tak, že od čty̌rnásobku rovnice (4.6) odečteme rovnici
(4.5) a výsledek děĺıme ťrema. Tak dostaneme

F2(h) :=
4F ( h

2 )− F (h)

3
= a0 + a

(2)
2 h4 + a

(2)
3 h6 + . . . (4.7)
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Konkrétńı hodnoty koeficient̊u u mocnin h nás nezaj́ımaj́ı, takže se spokoj́ıme

s t́ım, že je označ́ıme pomoćı horńıho indexu jako a
(2)
2 , a

(2)
3 , . . . Neńı však bez

zaj́ımavosti, že |a(2)
s | < |as |. F2(h) je proto lepš́ı aproximace a0 než F (h), a pro

dosti malé h je také lepš́ı aproximace než F ( h
2 ), nebot’ a0 − F2(h) zač́ıná až

čtvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu F2, která je (pro dosti malá h)
lepš́ı než původńı metoda F . Protože F2(h) ≈ F (0) je spočtena pomoćı hodnot
funkce F pro h a h

2 , p̌redstavuje F2(h) extrapolaci funkce F do nuly (ově̌rte, že
F2(h) = P1(0), kde P1(t) je lineárńı interpolačńı polynom procházej́ıćı body
[( h

2 )2,F ( h
2 )] a [h2,F (h)]).
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Podobným postupem odstrańıme z F2(h) člen obsahuj́ıćı čtvrtou mocninu h
a źıskáme ještě lepš́ı aproximaci F (0). Nejprve vypočteme F2(

h
2 ). Podle (4.7) plat́ı

F2

(
h

2

)
= a0 + a

(2)
2

(
h

2

)4

+ a
(2)
3

(
h

2

)6

+ . . . (4.8)

Rovnici (4.8) násob́ıme 16, odečteme (4.7) a výsledek děĺıme 15. Tak dostaneme
metodu F3, která je pro zvolené h definována p̌redpisem

F3(h) :=
16F2(

h
2 )− F2(h)

15
= a0 + a

(3)
3 h6 + . . . (4.9)

Všimněte si, abychom mohli vypoč́ıtat F2(
h
2 ), muśıme nejďŕıve určit F ( h

4 ).
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Takto můžeme pokračovat a źıskávat stále lepš́ı metody, pro které

Fi+1(h) =
4iFi (

h
2 )− Fi (h)

4i − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 h2i+2 + . . . , i = 1, 2, . . . (4.10)

a kde F1(h) = F (h). Protože Fi (h)− F (0) = a
(i)
i h2i + . . . , řekneme, že Fi (h) je

aproximace F (0) řádu h2i . Výpočet lze p̌rehledně uspǒrádat do tabulky

F1(h)

F1(
h
2 ) F2(h)

F1(
h
4 ) F2(

h
2 ) F3(h)

F1(
h
8 ) F2(

h
4 ) F3(

h
2 ) F4(h)

F1(
h
16 ) F2(

h
8 ) F3(

h
4 ) F4(

h
2 ) F5(h)

...
...

...
...

...
. . .

⇐⇒

T00

T10 T11

T20 T21 T22

T30 T31 T32 T33

T40 T41 T42 T43 T44

...
...

...
...

...
. . .

Tab. 4.1 Richardsonova extrapolace
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Tabulku vyplňujeme po řádćıch. Prvky tabulky označ́ıme jako Tsi , kde
s = 0, 1, . . . je řádkový index a i = 0, 1, . . . s je index sloupcový. Prvek Ts0

v prvńım sloupci tabulky vypočteme pomoćı základńı metody F = F1,

Ts0 = F (h/2s) , s = 0, 1, . . . , (4.11)

a daľśı prvky v tomto řádku poč́ıtáme ve shodě s (4.10) podle p̌redpisu

Tsi :=
4iTs,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
= Ts,i−1 +

Ts,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
, i = 1, 2, . . . , s .

(4.12)

Výpočet ukonč́ıme a Tsi považujeme za dostatečně p̌resnou aproximaci F (0),
pokud

|Ts,i − Ts,i−1| < max(εr |Tsi |, εa) , (4.13)

kde εr je požadovaná relativńı p̌resnost a εa požadovaná p̌resnost absolutńı.
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Př́ıklad 4.1. Richardsonovu extrapolaci použijeme pro zp̌resněńı výpočtu derivace
podle formule (4.3b). Jestliže má funkce f dostatečný počet spojitých derivaćı, pak

F (h) :=
f (x + h)− f (x − h)

2h
= f ′(x) +

1

3!
h2f (3)(x) +

1

5!
h4f (5)(x) + . . . , (4.14)

takže F (h) je tvaru (4.5).
Poč́ıtejme derivaci funkce f (x) = cos x pro x = 1. Zvoĺıme nap̌r. h = 0,8
a výpočet ukonč́ıme, když bude splněna podḿınka (4.13) pro εr = εa = 10−5.
V následuj́ıćı tabulce znač́ıme hs = h/2s , prvky Ts0 poč́ıtáme ze vztahu

Ts0 =
cos(1 + hs)− cos(1− hs)

2hs
,

prvky Ts1 a Ts2 v daľśıch sloupćıch poč́ıtáme podle (4.12). Č́ısla v tabulce jsou
zaokrouhlena na 6 cifer. Protože |T32 − T31| < 10−5, považujeme
T32 = −0,841471 za p̌ribližnou hodnotu f ′(1). Přesná hodnota
f ′(1) = − sin(1)

.
= −0,84147098, takže T32 má
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s hs Ts0 Ts1 Ts2

0 0,8 −0,754543

1 0,4 −0,819211 −0,840766

2 0,2 −0,835872 −0,841426 −0,841470

3 0,1 −0,840069 −0,841468 −0,841471

všechny cifry platné. 2
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Poznámka. Richardsonovu extrapolaci lze aplikovat na základńı metodu F také
v p̌ŕıpadě, když má funkce F (h) obecný rozvoj

F (h) = a0 + a1h
p1 + a2h

p2 + a3h
p3 + . . . (4.5’)

kde 1 ≤ p1 < p2 < p3 < . . . jsou p̌rirozená č́ısla. Přesněǰśı metodu Fi+1 v tom
p̌ŕıpadě definujeme p̌redpisem

Fi+1(h) =
2pi Fi (

h
2 )− Fi (h)

2pi − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 hpi+1 + . . . , i = 1, 2, . . . , (4.10’)

a Tsi poč́ıtáme podle

Tsi :=
2pi Ts,i−1 − Ts−1,i−1

2pi − 1
= Ts,i−1 +

Ts,i−1 − Ts−1,i−1

2pi − 1
, i = 1, 2, . . . , s .

(4.12’)

Protože Fi (h)− F (0) = a
(i)
i hpi + . . . , řekneme, žeFi (h) je aproximace F (0) řádu

hpi . Pro pi = 2i dostaneme ďŕıve uvažovaný p̌ŕıpad, viz (4.5), (4.10)
a (4.12). 2
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Př́ıklad 4.2. Richardsonovou extrapolaćı zp̌resńıme výpočet derivace podle
formule (4.2a). Z Taylorovy věty dostaneme

F (h) :=
f (x + h)− f (x)

h
= f ′(x) +

1

2!
hf (2)(x) +

1

3!
h2f (3)(x) + . . . , (4.15)

což odpov́ıdá (4.5’) pro pi = i . Poč́ıtat budeme stejnou úlohu jako v p̌ŕıkladu 4.1.
Tentokrát požadovanou p̌resnost dosáhneme až pro T54.

s hs Ts0 Ts1 Ts2 Ts3 Ts4

0 0,8 −0,959381

1 0,4 −0,925838 −0,892295

2 0,2 −0,889723 −0,853608 −0,840712

3 0,1 −0,867062 −0,844401 −0,841332 −0,841421

4 0,05 −0,854625 −0,842188 −0,841451 −0,841468 −0,841471

5 0,025 −0,848137 −0,841648 −0,841468 −0,841471 −0,841471
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Richardsonova extrapolace je méně účinná: zat́ımco pro formuli (4.3b) je T32

aproximace řádu h6, pro formuli (4.2a) je T54 aproximace řádu h5 a k dosažeńı
požadované p̌resnosti bylo ťreba zvolit menš́ı hs . 2
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Numerické derivováńı
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Ćılem tohoto odstavce je p̌ribližný výpočet integrálu I (f ) :=
∫ b

a
f (x) dx . Existuje

několik důvodů, proč tento integrál nepoč́ıtáme p̌resně, nap̌ŕıklad

a) integrál I (f ) neuḿıme spoč́ıtat analytickými metodami;

b) analytický výpočet je p̌ŕılǐs pracný;

c) funkce f (x) je dána jen tabulkou.

Za p̌ribližnou hodnotu integrálu I (f ) považujeme integrál Q(f ) := I (ϕ), kde ϕ(x)
je vhodná aproximace funkce f (x). Předpis Q(f ) pro p̌ribližný výpočet integrálu se
nazývá kvadraturńı formule. Rozd́ıl I (f )− Q(f ) označ́ıme R(f ) a nazveme
(diskretizačńı) chybou kvadraturńı formule, tedy

I (f ) = Q(f ) + R(f ) .
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Řekneme, že kvadraturńı formule je řádu r , když integruje p̌resně polynomy
stupně r a polynomy stupně r + 1 už p̌resně neintegruje, tj. když R(xk) = 0 pro
k = 0, 1, . . . , r , a R(x r+1) 6= 0.

Řád formule stač́ı ově̌rit na intervalu 〈a, b〉 = 〈0, 1〉. Skutečně, pomoćı

transformace x = a + t(b − a) dostaneme
∫ b

a
xk dx = (b − a)

∫ 1

0
g(t) dt, kde

g(t) = (a + t(b − a))k je polynom stupně k v proměnné t. Proto když formule
integruje p̌resně polynomy stupně k ≤ r na intervalu 〈0, 1〉, integruje p̌resně také
polynomy stupně r na intervalu 〈a, b〉.
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Základńı formule

dostaneme integraćı interpolačńıho polynomu.

Obdélńıková formule. Když P0(x) = f ( 1
2 (a + b)) je polynom stupně 0, tj.

konstanta rovná hodnotě funkce f ve sťredu 1
2 (a + b) intervalu 〈a, b〉, pak

odpov́ıdaj́ıćı formule

QM(f ) :=

∫ b

a

P0(x) dx = (b − a)f

(
a + b

2

)
. (4.16)

Název formule vyjaďruje skutečnost, že pro f ( 1
2 (a + b)) > 0 je QM(f ) obsah

obdélńıka o stranách délky b − a a f ( 1
2 (a + b)). Obdélńıková formule (4.16) se v

anglicky psané literatǔre označuje jako
”
midpoint rule“, odtud index M.
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Obdélńıková formule je řádu 1: na intervalu 〈0, 1〉 je QM(1) = 1 = I (1),
QM(x) = 1

2 = I (x) a QM(x2) = 1
4 6=

1
3 = I (x2). Pro chybu RM(f ) obdélńıkové

formule lze za p̌redpokladu, že f ∈ C 2〈a, b〉, odvodit

RM(f ) =
1

24
f ′′(ξ)(b − a)3 , kde ξ ∈ (a, b) (4.17)

je nějaký (bĺıže neurčený) bod intervalu (a, b).
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a (a+b)/2 b a b a (a+b)/2 b

Obr. 4.2: Obdélńıková, lichobežńıková a Simpsonova formule
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Lichoběžńıková formule. Jako P1(x) označ́ıme lineárńı polynom procházej́ıćı
body [a, f (a)] a [b, f (b)]. Integraćı P1(x) na intervalu 〈a, b〉 obdrž́ıme

QT (f ) :=

∫ b

a

P1(x) dx =
b − a

2
[f (a) + f (b)] . (4.18)

Název formule vyjaďruje skutečnost, že pro f (a) > 0, f (b) > 0 je QT (f ) obsah
lichoběžńıka, jehož rovnoběžné strany maj́ı délky f (a), f (b) a jehož výška je rovna
b − a. Index T je prvńı ṕısmeno anglického sl̊uvka trapezoid, česky lichoběžńık.
Lichoběžńıková formule je řádu 1: lineárńı polynom integruje p̌resně, kvadratický
nikoliv. Když f ∈ C 2〈a, b〉, pak pro chybu lichoběžńıkové formule plat́ı

RT (f ) = − 1

12
f ′′(ξ)(b − a)3 , kde ξ ∈ (a, b). (4.19)
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Všimněte si:

a) Pokud se druhá derivace f ′′(x) funkce f (x) na intervalu 〈a, b〉 p̌ŕılǐs neměńı,
pak je absolutńı hodnota |RT (f )| chyby lichoběžńıkové fomule p̌ribližně
dvakrát věťśı než absolutńı hodnota |RM(f )| chyby formule obdélńıkové.

b) Pokud druhá derivace f ′′(x) funkce f (x) neměńı na intervalu 〈a, b〉
znaménko, tj. je-li funkce f (x) pǒrád konvexńı nebo konkávńı, pak znaménko
chyby lichoběžńıkové formule je opačné než znaménko chyby formule
obdélńıkové. Za těchto okolnost́ı p̌resná hodnota I (f ) integrálu lež́ı
v intervalu, jehož krajńı body jsou hodnoty QM(f ) a QT (f ).
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Simpsonova formule. Integraćı kvadratického interpolačńıho polynomu P2(x)
procházej́ıćıho body [a, f (a)], [ 1

2 (a + b), f ( 1
2 (a + b))] a [b, f (b)] dostaneme

QS(f ) =

∫ b

a

P2(x) dx =
b − a

6

[
f (a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f (b)

]
. (4.20)

Simpsonova formule je řádu 3. Ově̌rte! (Stač́ı porovnat QS(xk) a I (xk) na
intervalu 〈0, 1〉 postupně pro k = 0, 1, 2, 3, 4.) Když f ∈ C 4〈a, b〉, pro chybu plat́ı

RS(f ) = − 1

90
f (4)(ξ)

(
b − a

2

)5

, kde ξ ∈ (a, b) . (4.21)
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Booleova formule vznikne integraćı interpolačńıho polynomu P4(x) , jehož uzly
jsou kromě koncových bodů a, b také sťred 1

2 (a + b) intervalu 〈a, b〉 a body
a + 1

4 (b − a) a b − 1
4 (b − a) lež́ıćı v jedné čtvrtině a ve ťrech čtvrtinách intervalu

〈a, b〉. Booleova formule

QB(f ) =
b − a

90

[
7f (a) + 32f

(
3a + b

4

)
+ 12f

(
a + b

2

)
+ 32f

(
a + 3b

4

)
+ 7f (b)

]
je řádu 5 (ově̌rte!). Pokud f ∈ C 6〈a, b〉, pro chybu plat́ı

RB(f ) = − 8

945
f (6)(ηB)

(
b − a

4

)7

, kde ξ ∈ (a, b) .
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Složené formule

Abychom dostali dostatečně p̌resnou aproximaci integrálu I (f ), rozděĺıme interval
〈a, b〉 na kraťśı podintervaly a na každém z nich použijeme některou ze základńıch
formuĺı. Omeźıme se na p̌ŕıpad, kdy základńı formule na podintervalech jsou vždy
stejné, a to bud’to obdélńıkové nebo lichoběžńıkové nebo Simpsonovy (sestaveńı
složené Booleovy formule ponecháváme čtená̌ri jako cvičeńı). Budeme uvažovat
rovnoměrné (= ekvidistantńı) děleńı

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, kde xi = a + ih, h = (b − a)/n a i = 0, 1, . . . , n.
(4.22)

Složenou formuli na děleńı (4.22) budeme značit pomoćı horńıho indexu n. Délka
h se nazývá krok děleńı.
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Složenou obdélńıkovou formuli dostaneme součtem jednoduchých
obdélńıkových formuĺı hf (xi−1 + 1

2h) na podintervalech 〈xi−1, xi 〉. Výsledkem je
složená formule

Qn
M(f ) := h

[
f

(
x0 +

1

2
h

)
+ f

(
x1 +

1

2
h

)
+ · · ·+ f

(
xn−1 +

1

2
h

)]
. (4.23)

Chybu Rn
M(f ) dostaneme jako součet d́ılč́ıch chyb 1

24 f ′′(ξi )h
3 na 〈xi−1, xi 〉:

Rn
M(f ) =

1

24
h3f ′′(ξ1) +

1

24
h3f ′′(ξ2) + · · ·+ 1

24
h3f ′′(ξn) =

1

24
h2 b − a

n
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2) + · · ·+ f ′′(ξn)] .

Ze spojitosti f ′′ plyne, že aritmetický pr̊uměr [f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2) + · · ·+ f ′′(ξn)]/n
druhých derivaćı je roven druhé derivacif ′′(ξ) v nějakém bodě ξ ∈ (a, b). Pro
chybu Rn

M(f ) složené obdélńıkové formule tedy plat́ı

Rn
M(f ) =

b − a

24
f ′′(ξ)h2 , kde ξ ∈ (a, b) . (4.24)
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Obr. 4.3: Složená obdélńıková a lichobežńıková formule
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Složená lichoběžńıková formule vznikne součtem jednoduchých
lichoběžńıkových formuĺı 1

2h[f (xi−1) + f (xi )] na podintervalech 〈xi−1, xi 〉.
Výsledkem je formule

Qn
T (f ) := h

[
1

2
f (x0) + f (x1) + · · ·+ f (xn−1) +

1

2
f (xn)

]
. (4.25)

Chybu Rn
T (f ) dostaneme jako součet chyb − 1

12 f ′′(ξi )h
3 na podintervalech

〈xi−1, xi 〉. Po jednoduché úpravě obdrž́ıme

Rn
T (f ) = −b − a

12
f ′′(ξ)h2 , kde ξ ∈ (a, b) . (4.26)
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Složenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudý počet n d́ılk̊u tak, že
sečteme jednoduché Simpsonovy formule na intervalech 〈x0, x2〉, 〈x2, x4〉, . . . ,
〈xn−2, xn〉 délky 2h:

Qn
S(f ) :=

2h

6
[f (x0) + 4f (x1) + f (x2)] +

2h

6
[f (x2) + 4f (x3) + f (x4)] + · · ·

2h

6
[f (xn−4) + 4f (xn−3) + f (xn−2)] +

2h

6
[f (xn−2) + 4f (xn−1) + f (xn)] .

Odtud tedy

Qn
S(f ) :=

h

3
[f (x0)+4f (x1)+2f (x2)+4f (x3)+ · · ·+2f (xn−2)+4f (xn−1)+ f (xn)] .

(4.27)
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Chyba Rn
S(f ) je součtem chyb na podintervalech:

Rn
S(f ) =− 1

90
h5f (4)(ξ2)−

1

90
h5f (4)(ξ4)− · · · −

1

90
h5f (4)(ξn) =

− 1

90
h4 b − a

2

{
2

n

[
f (4)(ξ2) + f (4)(ξ4) + · · ·+ f (4)(ξn)

]}
.

Když aritmetický pr̊uměr čtvrtých derivaćı (tj. výraz ve složené závorce)
nahrad́ıme členem f (4)(ξ), dostaneme

Rn
S(f ) = −b − a

180
f (4)(ξ)h4 , kde ξ ∈ (a, b) . (4.28)
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Jak dosáhnout požadované p̌resnosti. Vyvstává otázka jak zajistit, aby chyba,
které se p̌ri numerickém výpočtu integrálu dopust́ıme, byla menš́ı než zadaná
tolerance ε. Ve vzorćıch (4.24), (4.26) a (4.28) bohužel vystupuje bĺıže neurčené
č́ıslo ξ, o němž v́ıme jen to, že lež́ı někde v intervalu (a, b). Když označ́ıme

M2 = max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|, M4 = max
x∈〈a,b〉

|f (4)(x)| ,

pak chyby můžeme odhadnout podle vztahu

|Rn
M(f )| ≤ b − a

24
M2h

2 pro složenou obdélńıkovou formuli, (4.24’)

|Rn
T (f )| ≤ b − a

12
M2h

2 pro složenou lichoběžńıkovou formuli, (4.26’)

|Rn
S(f )| ≤ b − a

180
M4h

4 pro složenou Simpsonovu formuli. (4.28’)

Počet d́ılk̊u n = (b − a)/h pak lze určit tak, aby |Rn
M(f )| ≤ ε pop̌r. |Rn

T (f )| ≤ ε
nebo |Rn

S(f )| ≤ ε. Takto stanovený počet d́ılk̊u je však zpravidla p̌rehnaně velký.
To je důsledek toho, že jsme v odhadech chyb nahradili derivaci v bĺıže neurčeném
bodě maximem této derivace na celém intervalu 〈a, b〉.
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Př́ıklad 4.3. Určeme počet d́ılk̊u n tak, abychom vypoč́ıtali
∫ π/2

0
ex cos x dx

s chybou nejvýše 10−4 pomoćı složené obdélńıkové, lichoběžńıkové a Simpsonovy

formule. Přesná hodnota
∫ π/2

0
ex cos x dx = 1

2ex(cos x + sin x)
∣∣π/2

0

.
= 1,905239.

Pro f (x) = ex cos x je f ′′(x) = −2ex sin x a tedy M2 = 2eπ/2. V p̌ŕıpadě
obdélńıkové formule pomoćı (4.24’) odvod́ıme:

|Rn
M(f )| ≤ π/2

24
2 eπ/2

(
π/2

n

)2

≤ 10−4 =⇒ n ≥ 125 .

Provedeme-li výpočet s t́ımto n podle (4.23), dostaneme Q125
M (f )

.
= 1,905277,

takže skutečná chyba je asi 3,8 · 10−5. Cestou pokus̊u se ukázalo, že pro dosažeńı
požadované tolerance stač́ı vźıt n = 78.
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V p̌ŕıpadě lichoběžńıkové formule pomoćı (4.26’) odvod́ıme:

|Rn
T (f )| ≤ π/2

12
2 eπ/2

(
π/2

n

)2

≤ 10−4 =⇒ n ≥ 177 .

Výpočtem podle (4.25) dostaneme Q177
T (f )

.
= 1,905201, tj. skutečná chyba je asi

3,8 · 10−5. Experimentálně lze ově̌rit, že požadovanou p̌resnost lze dosáhnout už
p̌ri n = 110.
Všimněte si, že Q177

T (f ) < I (f ) < Q125
M (f ). To neńı náhoda. Na 〈0, π/2〉 je

f ′′(x) < 0, tj. f je konkávńı, a proto Qn1

T (f ) < I (f ) < Qn2

M (f ) pro libovolné počty
n1, n2 d́ılk̊u.
Pro odhad počtu d́ılk̊u Simpsonovy formule vypočtemef (4)(x) = −4ex cos x
a urč́ıme M4 = 4eπ/2. Podle (4.28’) tak odvod́ıme:

|Rn
S(f )| ≤ π/2

180
4 eπ/2

(
π/2

n

)4

≤ 10−4 =⇒ n ≥ 12 .

Výpočtem podle (4.27) dostaneme Q12
S (f )

.
= 1,905226, tj. skutečná chyba je asi

1,3 · 10−5. Požadovaná p̌resnost je ve skutečnosti dosažena už pro n = 8. 2
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Metoda polovičńıho kroku. Chybu složené kvadraturńı formule je možné
odhadnout postupem, kterému se často ř́ıká metoda polovičńıho kroku. Název
vystihuje podstatu metody: integrál spočteme nejďŕıve s krokem h, pak
s polovičńım krokem h/2, a vhodnou kombinaćı obou těchto výsledk̊u obdrž́ıme
odhad chyby.
Ted’ si to vysvětĺıme podrobněji. Vyjdeme z toho, že pro složenou formuli s n d́ılky
délky h plat́ı

I (f ) = Qn(f ) + cf (p)(ξ)hp ,

kde c je konstanta, ξ je nějaký bod intervalu (a, b) a p − 1 je řád formule, viz
(4.24), (4.26) a (4.28). Když použijeme tutéž formuli, ale tentokrát pro
dvojnásobný počet 2n d́ılk̊u, pak ḿısto původńı délky h d́ılku budeme pracovat
s polovičńı délkou h/2 a dostaneme
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I (f ) = Q2n(f ) + cf (p)(η)

(
h

2

)p

,

kde η je nějaký bod z (a, b). Předpokládejme nyńı, že derivace f (p)(x) se na
intervalu (a, b) p̌ŕılǐs neměńı, takže f (p)(ξ) ≈ f (p)(η). Když označ́ıme
M = cf (p)(η) ≈ cf (p)(ξ), pak

I (f ) = Q2n(f ) + M

(
h

2

)p

≈ Qn(f ) + Mhp .

Odtud vyjáďŕıme M

(
h

2

)p

a tak dostaneme odhad R̃2n(f ) chyby

R2n(f ) = I (f )− Q2n(f ):

R̃2n(f ) :=
1

2p − 1

[
Q2n(f )− Qn(f )

]
. (4.29)
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Výpočet zajǐst’uj́ıćı dosažeńı požadované p̌resnosti ε organizujeme tak, že nejprve
vypočteme Qn0(f ) pro počátečńı děleńı intervalu 〈a, b〉 na n0 d́ılk̊u. Postupně
počet d́ılk̊u zdvojnásobujeme, tj. poč́ıtáme Qns (f ) pro ns = 2sn0, kde s = 1, 2, . . .
Když pro určité ns bude |R̃2ns (f )| < ε, pak za p̌ribližnou hodnotu I (f ) považujeme
hodnotu formule Q2ns (f ) zp̌resněnou t́ım, že k ńı p̌ričteme odhad chyby R̃2ns (f ),
tj. I (f ) aproximujeme pomoćı

Q(f ) := Q2ns (f ) + R̃2ns (f ) . (4.30)

Celý postup je vlastně jedńım krokem Richardsonovy extrapolace, viz (4.5’)
a (4.12’): Qns (f ) odpov́ıdá Ts0 z prvńıho sloupce tabulky 4.1 a zp̌resněná hodnota
odpov́ıdá Ts+1,1 z druhého sloupce.

Př́ıklad 4.4. Poč́ıtejme opět
∫ π/2

0
ex cos x dx s p̌resnost́ı 10−4. Na počátku

zvoĺıme dva d́ılky a dále pak 4, 8, . . . Metodou polovičńıho kroku zjist́ıme, že pro
obdélńıkovou a lichoběžńıkovou formuli (p = 2) stač́ı použ́ıt 128 d́ılk̊u a pro
Simpsonovu formuli (p = 4) postač́ı 8 d́ılk̊u. Zp̌resněná hodnota (4.30) dosažená
pro uvedené počty d́ılk̊u je výrazně p̌resněǰśı než požadovaná p̌resnost 10−4. 2
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Rombergova integrace je založena na Richardsonově extrapolaci složené
lichoběžńıkové formule. Když má totiž funkce f dostatečný počet spojitých
derivaćı, pak je známo, že pro F (h) := Qn

T (f ), kde h = (b − a)/n, plat́ı rozvoj
(4.5), v němž a0 = I (f ), tj.

Qn
T (f ) = I (f ) + a1h

2 + a2h
4 + a3h

6 + . . .

Přibližný výpočet integrálu I (f ) lze proto provést podle vzorc̊u (4.11) – (4.13).
Označ́ıme-li ns = 2sn a hs = 2−sh, s = 0, 1, . . . , pak Ts0 = Qns

T (f ) je složená
lichoběžńıková formule pro ns d́ılk̊u. Při jej́ım výpočtu s výhodou využijeme hodnot
funkce f , které jsme už ďŕıve vypočetli na hrubš́ıch děleńıch. Dá se ukázat, že
Ts1 = Qns

S (f ) je složená Simpsonova formule a Ts2 = Qns

B (f ) je složená Booleova
formule. Obecně plat́ı, že Tsi je kvadraturńı formule řádu 2i + 1 s krokem hs .
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Př́ıklad 4.5. Rombergovou metodou vypočteme
∫ π/2

0
ex cos x dx s p̌resnost́ı 10−4.

Výsledek je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce. Protože |I (f )− T22|
.
= 2,7 · 10−6,

T22 = 1,90524 má

s ns Ts0 Ts1 Ts2

0 2 1,61076

1 4 1,83082 1,90418

2 8 1,88659 1,90517 1,90524

všechny cifry platné. 2
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Doplňuj́ıćı poznatky

Obecný tvar kvadraturńı formule je

Q(f ) = w0f (x0) + w1f (x1) + · · ·+ wnf (xn) . (4.31)

Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı uzly a č́ısla w0,w1, . . . ,wn koeficienty (někdy také
váhy) kvadraturńı formule.
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Gaussovy kvadraturńı formule vyb́ıraj́ı uzly a koeficienty tak, aby formule měla
maximálńı řád r = 2n + 1 (dá se ukázat, že vyš̌śı řád formule (4.31) ḿıt nemůže).
Gaussovy formule se běžně uváděj́ı pro interval 〈−1, 1〉. To však neńı žádné
omezeńı, nebot’ substitućı

x =
a + b

2
+

b − a

2
t

lze výpočet integrálu p̌revést z intervalu 〈a, b〉 na interval 〈−1, 1〉. Uzly
a koeficienty Gaussových formuĺı najdeme v každé učebnici numerické matematiky.
My zde uvedeme jen prvńı ťri formule pro n = 0, 1, 2 (pro výpočet integrálu na
intervalu 〈−1, 1〉):

QG0(f ) = 2f (0), RG0(f ) =
1

3
f ′′(ξ) ,

QG1(f ) = f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
, RG1(f ) =

1

135
f (4)(ξ) ,

QG2(f ) =
5

9
f (−

√
0, 6) +

8

9
f (0) +

5

9
f (

√
0, 6), RG2(f ) =

1

15 750
f (6)(ξ) .
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Ve vzorćıch pro chybu je ξ nějaký (bĺıže neurčený) bod z intervalu (−1, 1), pro
každou formuli obecně jiný. Všimněte si, že QG0(f ) je obdélńıková formule.
Formule QG1(f ) integruje p̌resně polynomy stupně 3 stejně jako Simpsonova
formule. Zat́ımco Simpsonova formule QS(f ) je ťŕıbodová, Gaussova formule
QG1(f ) je jen dvoubodová. Srovnáńım tvaru zbytku RS(f ) Simpsonovy formule
a RG1(f ) Gaussovy formule lze usuzovat, že Gaussova formule je p̌ribližně o 50%
p̌resněǰśı. Tř́ıbodová formule QG2(f ) integruje p̌resně polynomy stupně 5. Když
má funkce f dostatečný počet spojitých derivaćı, lze použ́ıvat Gaussovy formule
vysokých řádů (ťreba až 19 pro desetibodovou formuli), které jsou velmi p̌resné.
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Adaptivńı integrace je založena na nerovnoměrném děleńı intervalu integrace
〈a, b〉: v ḿıstech, kde je integrovaná funkce dostatečně hladká a měńı se pomalu,
použijeme děleńı hrubš́ı, a v ḿıstech, kde je výpočet integrálu obt́ıžný, použijeme
děleńı jemněǰśı.

Vysvětleme si, jak se to dá prakticky udělat. Integrál I (a, b) :=
∫ b

a
f (x) dx

poč́ıtáme dvěma kvadraturńımi formulemi: základńı formuĺı Q1(a, b) a p̌resněǰśı
formuĺı Q2(a, b). Když si p̌redstav́ıme, že formule Q2 je zcela p̌resná, můžeme
chybu I (a, b)− Q1(a, b) aproximovat výrazem Q2(a, b)− Q1(a, b). Proto, je-li
|Q2(a, b)− Q1(a, b)| ≤ ε, kde ε je zadaná p̌resnost, považujeme
Q(a, b, ε) := Q2(a, b) za p̌ribližnou hodnotu integrálu I (a, b). V opačném p̌ŕıpadě,
tj. pro |Q2(a, b)− Q1(a, b)| > ε, interval 〈a, b〉 rozděĺıme na dva stejně dlouhé
intervaly 〈a, c〉 a 〈c , b〉, kde c = (a + b)/2, na těchto intervalech spočteme
nezávisle na sobě p̌ribližné hodnoty Qac := Q(a, c , ε̂) a Qcb := Q(c , b, ε̂) integrál̊u
I (a, c) a I (c , b), a nakonec polož́ıme Q(a, b, ε) := Qac + Qcb. Algoritmus je
rekurzivńı: výpočet Q(a, c , ε̂) a Q(c , b, ε̂) na

”
dcěrinných“ intervalech 〈a, c〉

a 〈c , b〉 prob́ıhá analogicky jako výpočet Q(a, b, ε) na
”
matěrském“ intervalu

〈a, b〉.
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Šikovnou implementaci adaptivńı integrace dostaneme, když základńı formule Q1

je složená Simpsonova formule Q4
S a p̌resněǰśı formule Q2 je Booleova formule

QB ≡ Q4
B . Obě formule použ́ıvaj́ı stejné uzly: krajńı body a, b, sťred c = 1

2 (a + b)
a body d = a + 1

4 (b − a) v jedné čtvrtině a e = b − 1
4 (b − a) ve ťrech čtvrtinách

intervalu 〈a, b〉. Na dcěrinném intervalu proto stač́ı dopoč́ıtat jen dvě hodnoty
f (d) a f (e), nebot’ zbývaj́ıćı ťri hodnoty f (a), f (b) a f (c) se p̌revezmou
z matěrského intervalu.

Protože délka dcěrinného intervalu je rovna polovině délky intervalu matěrského,
zdá se p̌rirozené volit ε̂ = 1

2ε. Teoretická analýza i praktické zkušenosti však
potvrdily, že stač́ı uvažovat ε̂ = ε. Podrobný popis tohoto algoritmu může čtená̌r
naj́ıt nap̌r. v [Moler] nebo [Mathews, Fink], viz také funkce quad v MATLABu.
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Hruhý popis zaznamenává následuj́ıćı

algoritmus ADAPT:

function Q(f , a, b, ε) ;
I1 := Q1(f , a, b) ; {Simpsonova formule Q4

S }
I2 := Q2(f , a, b) ; {Booleova formule Q4

B }
c := (a + b)/2 ; { sťred intervalu 〈a, b〉 }
if abs (I2 − I1) < ε then { je dosažena požadovaná p̌resnost ? }

Q := I2 { ano, hodnota I2 se akceptuje }
else { ne, rekurzivńı voláńı funkce Q na}

Q := Q(f , a, c , ε) + Q(f , c , b, ε) ;{ dcěrinných subintervalech 〈a, c〉 a 〈c , b〉 }

Kv̊uli jednoduchosti jsme do algoritmu ADAPT nezahrnuli p̌renos funkčńıch
hodnot f (a), f (d), f (c), f (e) a f (b) (použ́ıvaj́ı se p̌ri vyhodnoceńı formuĺı Q1 a
Q2) z matěrského intervalu 〈a, b〉 do dcěrinných interval̊u 〈a, c〉 a 〈c , b〉.
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Podḿıněnost numerického výpočtu integrálu. Ukážeme, že výpočet podle
kvadraturńı formule (4.31) s kladnými koeficienty wi je dob̌re podḿıněná úloha.
Pro jednoduchost se omeźıme jen na prozkoumáńı vlivu nep̌resnost́ı ve funkčńıch
hodnotách, tj. nebudeme uvažovat zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ıćı p̌ri prováděńı
aritmetických operaćı v pr̊uběhu vyhodnocováńı formule.
Předpokládejme tedy, že ḿısto p̌resných hodnot f (xi ) dosad́ıme do formule
p̌ribližné hodnoty f̃ (xi ) = f (xi ) + εi . Pak

Q̃(f ) :=
n∑

i=0

wi f̃ (xi ) =
n∑

i=0

wi f (xi ) +
n∑

i=0

wiεi = Q(f ) +
n∑

i=0

wiεi .

V daľśım využijeme toho, že každá smysluplná formule integruje p̌resně konstantńı

funkci. Pak ale
∑n

i=0 wi = Q(1) =
∫ b

a
1 dx = b − a. Když označ́ıme ε = maxi |εi |

velikost maximálńı chyby ve funkčńıch hodnotách, dostaneme pro chybu
kvadraturńı formule odhad

|Q̃(f )− Q(f )| =
∣∣ n∑

i=0

wiεi

∣∣ ≤ n∑
i=0

wi |εi | ≤ ε
n∑

i=0

wi = (b − a)ε .

Odtud je vidět, že když jsou chyby εi malé, je chyba kvadraturńı formule také
malá.
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Numerický výpočet integrálu funkce dvou proměnných. V odstavci
věnovaném interpolaci fukćı v́ıce proměnných jsme uvedli dva p̌ŕıklady, jak funkci
f v oblasti Ω aproximovat interpolantem S . Integraćı funkce S p̌res oblast Ω pak
dostaneme složenou kvadraturńı formuli Q(f ) =

∫
Ω

S(x , y) dx dy aproximuj́ıćı
I (f ) =

∫
Ω

f (x , y) dx dy .
V p̌ŕıpadě po částech lineárńı interpolace

Q(f ) =

∫
Ω

S(x , y) dx dy =
m∑

k=1

∫
Tk

Sk(x , y) dx dy ,

kde Sk je lineárńı polynom jednoznačně určený hodnotami funkce f ve vrcholech
trojúhelńıka Tk a Ω = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tm. Snadným výpočtem dostaneme∫

Tk

Sk(x , y) dx dy = 1
3 |Tk | · [f (Ak) + f (Bk) + f (Ck)] ,

kde |Tk | je obsah trojúhelńıka Tk a f (Ak), f (Bk), f (Ck) jsou hodnoty funkce f ve
vrcholech Ak , Bk , Ck trojúhelńıka Tk . Pro f ∈ C 2(Ω) je |I (f )− R(f )| ≤ Ch2, kde
h je nejdeľśı strana trojúhelńık̊u Tk a C je konstanta nezávislá na h. Vid́ıme tedy,
že chyba je libovolně malá, když zvoĺıme dostatečně jemnou triangulaci oblasti Ω.
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V p̌ŕıpadě bilineárńı interpolace postupujeme podobně:

Q(f ) =

∫
Ω

S(x , y) dx dy =
n∑

i=1

m∑
j=1

∫
Rij

Sij(x , y) dx dy ,

kde Sij je bilineárńı polynom jednoznačně určený hodnotami funkce f ve vrcholech
čty̌rúhelńıka Rij a Ω = R11 ∪ R12 ∪ · · · ∪ Rnm. Na obdélńıku Rij pak snadno
odvod́ıme ∫

Rij

Sij(x , y) dx dy = 1
4 |Rij | · (fi−1,j−1 + fi,j−1 + fi−1,j + fij) ,

kde |Rij | = (xi − xi−1)(yj − yj−1) je obsah obdélńıka Rij . Pokud f ∈ C 2(Ω), pak
pro chybu plat́ı |I (f )− R(f )| ≤ C (h2 + k2), kde h = maxi (xi − xi−1),
k = maxj(yj − yj−1) a kde C je konstanta nezávislá na h, k. Chybu žrejmě opět
učińıme libovolně malou, pokud obdélńık Ω rozděĺıme dostatečně jemně.
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Obsah
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Úvod
Numerické derivováńı
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Numerické integrováńı
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