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Regeni nelinedrnich rovnic [UVE]

Koteny nelinedrni rovnice f(x) = 0 obecn& neumime vyjad¥it explicitnim vzorcem.
K YeSeni nelinedrni rovnice proto pouzivame iterani metody: z jedné nebo
nékolika pocate€nich aproximaci hledaného kofene x* generujeme posloupnost
X0, X1, X2, - . ., kterd ke kofenu x* konverguje. Pro nékteré metody sta&i, kdyz
zaddme interval (a, b), ktery obsahuje hledany kofen. Jiné metody vyZaduji, aby
pocateéni aproximace byla k hledanému kofenu dosti blizko; na opldtku takové
metody konverguji mnohem rychleji. Casto proto zatindme s , hrubou*, aviak
spolehlivou metodou, a teprve kdyZ jsme dostate¢né blizko kofene, pfejdeme na
»Jjemné&jsi*, rychleji konvergujici metodu.

Abychom nase Gvahy zjednodusili, omezime se na problém uréeni redlného
jednoduchého ko¥ene x* rovnice f(x) = 0, tj. predpokldddme, Ze f’'(x*) #£ 0.
Budeme také automaticky pfedpoklddat, Ze funkce f(x) je spojitd a m3 tolik
spojitych derivaci, kolik je jich v dané situaci zapot¥ebi.
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Potatetni aproximaci kofeni rovnice f(x) = 0 miZeme zjistit z grafu funkce f(x):
ru¢n&, nebo rad&ji pomoci vhodného programu na potitadi, vykreslime funkci f(x)
a vyhleddame jeji priseciky s osou x.

Jinou moZnosti je sestaveni tabulky [x;, f(x;)] pro n&jaké déleni

a=x <X <Xx_1<x5<--<x,=b
zvoleného intervalu (a, b). KdyZ ve dvou sousednich bodech tabulky nabyva

funkce f(x) hodnot s opa&nym znaménkem, tj. kdyZ f(x;—1)f(x;) < 0, pak mezi
body x;_1 a x; lezi redIny ko¥en rovnice f(x) = 0.

Ptiklad 5.1. Ziskdme hruby odhad kofeni rovnice f(x) = 0, kde
f(x) =4sinx —x3—1.

Z obrazku 5.1 zjistime, Ze existuji t¥i kofeny: xi € (=2, —-1), x3 € (—1,0)
axje(l,2).0
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y= 4sinx-x>-1

Obr. 5.1: Graf funkce 4sinx — x> — 1
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Na principu znaménkovych zmén je zaloZena

Metoda bisekce zndma také jako metoda plleni intervall. Pfedpoklddejme, Ze
funkce f(x) ma v koncovych bodech intervalu (ag, by) opa&nad znaménka, tj. plati
f(ag)f(bo) < 0. Sestrojime posloupnost intervali

(81, bl) D) (82, bg) D) (83, b3) D ..., které obsahuji kofen. Intervaly (ak+1, bk+1),
k=0,1,..., uréime rekurzivné zplsobem, ktery si nyni popiSeme.

Stted intervalu (ax, bx) je bod xii1 = 3(ak + bi). Kdy? f(xk11) = 0, pak

Xk+1 = x* je koFen a dal nepokratujeme. Pokud f(xk4+1) # 0, poloZime

(ak,xks1), kdyz f(ak)f(xus1) <O,
(ak+1, brs1) = 5 (5.1)
(Xk+1, bk) s kdyZ f(ak)f(XkJ,_l) >0.

Z konstrukce (41, bkt+1) okamZité plyne f(agt1)f(bk+1) < 0, takZe kazdy
interval (ak, bx) obsahuje kofen. Po k krocich je kofen v intervalu Iy := (ak, bk)
délky

|Ik| = by —ax = 271(bk_1 — ak_l) == 27k(b0 - 30).

St¥ed xk41 intervalu (ak, bx) aproximuje kofen x* s chybou
|Xk+1 — X*‘ < %(bk — ak) = 2_k_1(b0 - ao). (52)

Pro k — oo zfejmé |l] — 0 a xx — x*.
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P¥iklad 5.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z p¥ikladu 5.1. Jako po&ate¢ni
zvolime interval (ag, by) = (1,2). P¥ipomeiime, Ze f(1) > 0, f(2) < 0. Proto také
f(ak) > 0, f(bx) <0 pro kazdé k. Posloupnost intervalii zaznamendvame do
tabulky.

k| ak by Xk+1 f(Xk+1)
o1 2 15 <0
1]1 15 1,25 >0
2| 125 15 1,375 >0
31375 15 1,4375 <0
4 1 1,375 1,4375 1,40625 >0
5 | 1,40625 14375 1421875

Po péti krocich m4 interval (as, bs) délku 27° = 0,03125 a x5 = 1,421875
aproximuje ko¥en s chybou neptesahujici 276 = 0,015625. O
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Metoda bisekce konverguje pomalu: protoZe 1071 = 27332 zpfesn&ni o jednu
dekadickou cifru vyZaduje v priméru 3,32 kroku. VSimnéte si, Ze rychlost
konvergence vyjadfend vztahem (5.2) vilbec nezdvisi na funkci f(x). To proto, Ze
jsme vyuZivali pouze znaménka funkénich hodnot. KdyZ tyto hodnoty (a p¥ipadné
také hodnoty derivaci f(x)) vyuZijeme efektivn&ji, miizeme dosdhnout podstatn&
rychlejsi konvergence. Takové , zpfesiiujici” metody v8ak konverguji pouze tehdy,
kdyZ pro né zvolime dostate&né dobrou poéateéni aproximaci. Vhodna pocateéni
aproximace byva &asto uréena pravé metodou bisekce.
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Snad nejzndmé&j§i mezi nimi je

Newtonova metoda nebo-li metoda tecen. Jak je u iteraénich metod zvykem,
vyjdeme z polateni aproximace xp a postupné politdme xi, xp, ... zplisobem,
ktery si ted vysvétlime.

Predpokladejme, Ze zndme x, a mdme urdit lepsi aproximaci xx41. Udélame to
tak, Ze bodem [xk, f(xx)] vedeme te€nu ke k¥ivce y = f(x) a prisetik te¢ny s osou
X povazujeme za Xi+1. Do rovnice te¢ny

y = f(xa) + ' (3) (x — xx)
tedy dosadime y := 0, vypolteme x a poloZime xx11 := x. Tak dostaneme p¥edpis

_ f(xx)
Xkt1l = Xk — Filxe)

(5.3)



Regeni nelinedrnich rovnic Zptestiujici metody

Vypoclet ukonéime a x,1 povaZujeme za dostatecné presnou aproximaci kotene,
pokud

|xke1 — xk| < e, pFpadn& |xkr1 — xk| < elxk| nebo |f(xks1)] <e, (5.4)

kde € je poZadovand presnost. Tim sice neni zaruZeno, Ze také |xx11 — x*| < g, je
to ale obvykly zplisob, pomoci néhoZ iterace ukonéime. Tato tzv. stop kritéria jsou
vhodnd i pro dalsi metody, které v tomto odstavci uvedeme.
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f(x)
y=0

o [xfx)]
(Y-y)Ix=x) =1 ()

Obr. 5.2: Newtonova metoda
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P¥iklad 5.3. Newtonovou metodou ur&ime kladny ko¥en rovnice z p¥ikladu 5.1.
Zvolime xg = 2. Vypolet ukon&ime, kdy# |f(xx)| < 107°.

Xk f(xk) (xe) Fxk)/f (x«) X — x*
2 —5,362810 —13,66459  0,392460 0,563550
1,607540 —1,156877 —7,899490  0,146450 0,171089
1,461090 —0,143158 —5,966406  0,023994  0,024640
1,437096 —0,003653 —5,662524  0,000645 0,000646
1,436451 —0,000003 0,000000

A W NN =R O] x

Posledni sloupec vyZaduje znalost p¥esného ¥eSeni. To ziskdme provedenim jesté
jednoho kroku Newtonovy metody. D4 se ukazat, Ze x* = x5 = 1,43645032 ma
vechny cifry platné. PoZzadovand p¥esnost byla tedy dosaZena ve &tvrtém kroku,
x4 = 1,43645 ma viechny cifry platné. a



Regeni nelinedrnich rovnic Zptestiujici metody

Konvergence Newtonovy metody. Necht e, = x, — x* je chyba v k-tém kroku.
UkaZeme si, jak souvisi s chybou exy1 v kroku nasledujicim. Z Taylorova rozvoje
f(x*) okolo xx dostaneme

1
0 = F(x") = Fxk) + (x" = x)f"(xe) + 5 (x" = x)*f"(€),
kde £ je n&jaky blize neureny bod intervalu, jehoZ krajni body jsou xx a x*. Kdyz
rovnici d&lime f’(xx), dostaneme
1 " f
Lo e PO _ Fx)
2 f’(Xk) f’(Xk)

takZe mame

f (xx)
f'(xk)

—l—(x*—xk):x*—[xk— :|:X*_Xk+]_,

€ (5.5)
a kdyZ xx — x*, pak

€k+1
2
€k

C, kde C=— .
— 2 F(x")
ProtoZe chyba ex;+1 je Umérnd druhé mocnin& chyby ey, fikdme, Ze Newtonova
metoda konverguje kvadraticky nebo také, Ze je druhého ¥adu. Uved me si
presné&jsi definici:
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Necht xg,x1, X2, ... je posloupnost, ktera konverguje k x* a e = x; — x*. Kdyz
existuje Cislo p a konstanta C # 0 takova, Ze

jim o1l o (5.6)

pak p se nazyva ¥ad konvergence posloupnosti a C je chybova konstanta.
Specidln& ¥ikdme, Ze

linedrni, p=1 a C<1,
konvergence je superlinedrni, kdyz p>1,
kvadratick3, p=2.

Rekneme, Ze dand metoda je ¥adu p, jestlize vSechny konvergentni posloupnosti
ziskané touto metodou maji ¥ad konvergence vétsi nebo rovny p a nejméné jedna
z téchto posloupnosti ma ¥ad konvergence rovny presné p.

V blizkosti kofene plati: &im vySsi ¥ad p, tim rychlej$i konvergence, nebot
lekt1] = Clel”,

takZe kdyZ |ex| je malé, pak |exi1]| je tim mensi, &im je p vétsi.
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Vime uZ, Ze kdyZ Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence

xx — x* je alespoii kvadratickd (pro n&které funkce f maZe byt i vy33). Zbyva
jesté zodpovédét otazku, za jakych podminek je zaruéeno, Ze konvergence viibec
nastane. UkaZme si to.

PYedpokladejme, Ze v n&jakém okoli | kofene plati

1 (y
2 f'(x)

~—

<m pro v8echna xel,yel.

Kdyz xx € I, pak z (5.5) plyne |exs1| < mlex|? nebo-li |mexy1| < |mex|?.
Opakovénim této Gvahy dostaneme

|mey 1| < |mex|* < |mex_1|* < |mex_2|® < |mex_3|™® < - < |mep|”, kde r = 2K+,

Kdyz? plati |[mep| < 1, pak jist& |ext1| — O a tedy xx11 — x*. Dokdzali jsme tedy,
Ze

Newtonova metoda vZdy konverguje za predpokladu, Ze poéateéni aproximaci
zvolime dostate¢né blizko ke kofenu.
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Dobrou polateni aproximaci xog miZeme ziskat nap¥. metodou bisekce. Vhodnym
spojenim metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou
metodu, kterd vZdy konverguje, viz nap¥. procedura rtsafe

v [Numerical Recipes]. V blizkosti kofene se pfitom uplatni jen Newtonova
metoda, takZe konvergence je rychla.

Pomoci nacrtku snadno ovéfime, Ze Newtonova metoda konverguje, kdyZ jsou
splnény tzv. Fourierovy podminky:

a) f € C%(a, b) a pritom f(a)f(b) < 0;
b) ' a f” nemé&ni na intervalu (a, b) znaménko a f'(x) # 0 pro kazdé x € (a, b);
c) jako xg volime ten z bodil a, b, v n€mz je f(xo)f" (xo) > 0.

Prakticky vyznam viak Fourierovy podminky nemaji, nebot pro velké b — a
obvykle tyto podminky bud'to neplati nebo je neumime snadno ovéfit.
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Metoda secen. V kazdém kroku Newtonovy metody musime poéitat hodnotu
f(xk) a derivaci f'(xx). KdyZ vzorec pro vypotet derivace nemame k dispozici,
nebo kdyZ naklady spojené s vypottem derivace jsou vysoké, miZzeme derivaci
aproximovat podilem
f(xe) — F(xe—
Flx) ~ i) = Flxk-1)
Xk — Xk—1
Tak dostaneme metodu selen: zaddme dvé polatedni aproximace xg, X1
a politdme x», x3,... podle p¥edpisu

Xk — Xk—1

Xk+1 = Xk — Wf(xk)- (5-7)

Nédzev metody vychdzi z jeji geometrické interpretace: xx41 je x-ovd soufadnice
priseliku p¥imky prochazejici body [xk—_1, f(xk—1)] a [xk, f(xk)] s osou x:

+ f(Xk) — f(kal)

Xk — Xk—1

y = f(xk) (x—x)=0 = X = Xk41 -
ProtoZe tato p¥imka protinad graf funkce f, je to se¢na, odtud metoda secen.
V&imnéte si, Ze v kaZdém kroku vyé&islujeme hodnotu funkce jen jednou:
vypotteme f(xk), hodnotu f(xx—1) pfevezmeme z pfedchoziho kroku.
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f(x)
y=0

o [xfx)]
Y=y)Ix) = (=Y, X X,_)

Obr. 5.3: Metoda se&en
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D3 se odvodit, Ze rychlost konvergence metody selen je ¥adu

p= %(1 +1/5) ~ 1,618, tedy pongkud nizéi nez u Newtonovy metody. Cislo

7= (v/5 —1)/2 ~ 0,618 je tzv. pomér zlatého ¥ezu. Toto magické &islo se znovu
objevi v odstavci jednorozmérna minimalizace, kde si o ném ¥ekneme trochu vic
(viz pozndmka o zlatém Fezu).
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Ptiklad 5.4. Metodou seen urtime kladny kofen rovnice z p¥ikladu 5.1. Zvolime
xo = 1, x; = 2. Vypolet ukon&ime, kdy? bude |f(xx)| < 1075.

Xic f(x) X — X*
1 1,365884 —0,436450
2 ~5.362810  0,563550

1,202994  0,991513 —0,233456
1,327357  0,543420 —0,109094
1,478177 —0,246970  0,041726
1,431051  0,030349 —0,005400
1,436208  0,001370 —0,000242
1,436452 —0,000008  0,000001

~N o a0k WD = O x

A% do &tvrtého kroku (vypotet xs) je konvergence pomé&rn& pomald. Teprve
v poslednich dvou krocich se pIné uplatnila rychld konvergence metody selen.
O



ZpaEiug el iy
Metoda secen zaruéené konverguje, pokud zvolime startovaci hodnoty xg a x1
dostateéné blizko ke kofenu x*. To lze zajistit nap¥. metodou bisekce. Dalsf
metodou, jak ziskat dobré startovaci aproximace, je varianta metody se€en znama
jako

Metoda regula falsi. Pocateéni aproximace xg a x; se voli tak, aby

f(x0)f(x1) < 0. Novd aproximace xx11 se opé&t ziskd jako prisetik setny s osou x.
Setna v3ak tentokrat spojuje bod [x, f(xk)] s bodem [x¢, f(x¢)], kde ¢ < k je
nejvétsi index, pro ktery f(x;)f(xx) < 0. Vypolet tedy probihd podle vzorce

Xk — X

Xk+1 = Xk — mf(xk), k= 1,2,. . . (58)

P¥itom pro k =1 je £ =0, a po vypoltu xx11 uréime index ¢ takto:
kdyZ f(xxt1)f(xk) <0, pak £ = k, v opa&ném p¥ipadé se ¢ neméni.

Vyhodou metody regula falsi je to, Ze podobné jako metoda bisekce vzdy
konverguje: interval Iy, jehoZ koncové body jsou xx a xp, obsahuje kofen. Na rozdil
od metody bisekce viak délka intervalu /x nekonverguje k nule. Rychlost
konvergence metody regula falsi je jen linedrni. Metodu regula falsi (podobn& jako
metodu bisekce) proto pouZivdme pouze pro ziskani dobré potatetni aproximace,
pak prechazime na rychlejsi metodu.
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P¥iklad 5.5. Metodou regula falsi uréime kladny kofen rovnice z p¥ikladu 5.1.
Zvolime xp = 1, x; = 2. P¥ipomefime, Ze f(xg) > 0.

-
&

Xk Xk+1 f(Xk+1) XKk — x*

2 1,202994 0,991513 —0,233456
1,202994 1,327357 0,543420 —0,109094
1,327357 1,389245 0,253012 —0,047205
1,389245 1,416762 0,108896 —0,019688
1,416762 1,428369 0,045283 —0,008081
1,428369 1,433156 0,018561 —0,003295

S 1B W
N NN DN DN =

14
15

N

1,436444 1436448 0,000014 —0,000002
1,436448 1,436449 0,000006 —0,000001

N

Z tabulky je vidét, Ze pocinaje druhym krokem x; = 2. Ddle je zfejmé, Ze do
¢tvrtého kroku (vypolet xs) je pfesnost metody regula falsi srovnatelnd s presnosti
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metody secen, viz p¥iklad 5.4. V ndsledujicich krocich je uZ ale patrnd linedrni
konvergence: podminka |f(xx)| < 107° je spIn&na aZ pro xis.

V&imnéte si: délka intervall fy = (xk,2) (pro k > 2) konverguje k &islu
2 — x* =0,563550.
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x
x

I
I
I
I
I
I
!
I
XO X2 X4 |

Obr. 5.4: Regula falsi
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Steffensenova metoda se ¥idi pfedpisem

f ()

e =X = g kde dy, — Lo FL)) = )

f (%)
je specidln& spottend aproximace f'(xx) pFipominajici dopfednou diferenci:

f(Xk + hk) — f(Xk)
hy ’

(5.9)

fl(Xk) ~ dk = kde hk = f(Xk).

V kazdém kroku se funkce f vyhodnocuje dvakrat: krom& hx = f(xx) se potita
jeste také f(xx + hy). Oproti metodg selen je tu jedno vyhodnoceni funkce navic.
Na druhé stran& lze ukdzat, Ze rychlost konvergence Steffensenovy metody je
stejnd jako u Newtonovy metody, tedy kvadraticka.
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Metoda inverzni kvadratické interpolace. Metoda sefen pouZiva dva pfedchozi
body k ziskani daliho, pro¢ tedy nepouZit t¥i?

Body [xk—2, f(xk—2)], [xk—1, f (xk—1)] @ [x«, f (xk)] mGZeme proloZit parabolu

P> (x) jako kvadratickou funkci prom&nné x, a za dal3i aproximaci xx1 vybrat
bod, v némZ parabola protne x-ovou osu. Na tomto principu je zaloZena Miillerova
metoda. Poti? je v tom, Ze parabola nemusi x-ovou osu protnout, nebot
kvadratickd funkce nemusi mit redlné kofeny. Vypocet je proto t¥eba provadét

v komplexni aritmetice, a to i v p¥ipadg, Ze rovnice f(x) = 0 m3 jen redlné koteny.
Misto paraboly v prom&nné x miZeme tfemi body proloZit parabolu Qx(y)

v promé&nné y, urenou interpolaénimi podminkami

Q(F(xk—2)) = xx—2, @(f(xk=1)) = xk—1, Q(f(xx)) = X -

Tato parabola vZdy protind x-ovou osu, stadi zvolit y = 0. Proto jako dalsi
aproximaci volime xx1 = @Q2(0). Tato metoda je zndma jako metoda inverzni
kvadratické interpolace. Jeji konvergence je superlinedrni ¥adu p =~ 1,839, viz
[Heath].
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Brentova metoda. Metoda inverzni kvadratické interpolace spolu s metodou
selen a metodou bisekce jsou zdkladem popularni Brentovy metody, viz nap¥.
[Moler], déle také program zbrent v [Numerical Recipes] nebo funkce fzero
v MATLABu.

P¥ednosti Brentovy metody je to, Ze nepouZiva derivace funkce f, je spolehliva, tj.
zaruéené konverguje ke kofenu, a po nékolika po¢dteénich krocich se chyba rychle
zmenduje, nebot rychlost konvergence je superlinearni.

Startovaci body xp a x; je tfeba zvolit tak, aby f(xp)f(x1) < 0. Aproximace x; se
uréi metodou seen. Necht (ay, by) je interval, jeho? koncové body jsou xp a xi.
Pak zfejmé& x, € (a1, b1). Dal3i aproximaci x3 budeme hledat v krat3im intervalu
(a2, b2) C (a1, by), jehoZ jeden koncovy bod je x» a druhy je ten z bodil ay, by,

v némZ m3 funkce f opatné znaménko nez v xy, takze f(a2)f(b2) < 0 a (ap, bo)
obsahuje ko¥en.
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P¥i vypoltu x3, x4, ... Brentova metoda pouZivd jednu ze t¥i zdkladnich metod
tak, aby nova aproximace xxt+1 € (a, bx). Déle se vybere interval

(3k+1, bk+1) C (ak, bk) obsahujici kofen. Jednim z jeho koncovych bodii je xx1,
druhym je ten z bodd ak, bk, v némZ ma funkce f znaménko opal&né nez v xx1.

P¥i vypoltu xx41 se prednostné pouZije metoda inverzni kvadratické interpolace,
pokud takto ziskana aproximace neni dostate¢n& dobra, zkusi se metoda selen,
a kdyZ ani ta nezabere, pouZije se jako zdchrana metoda bisekce. Podrobnég;si
popis Brentovy metody je uveden nap¥. v [Moler], [Numerical Recipes].
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P¥iklad 5.6. Budeme hledat kladny ko¥en rovnice z p¥ikladu 5.1 a porovname
jednotlivé metody podle pottu pk kroki a poltu pf vyhodnoceni funkce f

(u Newtonovy metody do pf zahrneme také polet vyhodnoceni derivace f'). Pro
vypocet Brentovou metodou jsme pouZili upraveny program fzerotx, viz [Moler].

Vypolet jsme zahdjili takto: v metod& bisekce potateeni interval (ag, by) = (1, 2),
v Newtonové a Steffensenové metodé xy = 2, v ostatnich metodach xp =1

a x1 = 2. PouZili jsme stop kritérium |f(x,)| < e. V tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro nékolik toleranci €.

€ 103 1076 107° 107 10°%°
bisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51
regula falsi | 10/12 17/19 25/27 33/35 40/42
setny 6/ 7/9 8/10 8/10 9/11
Newton 4/8 5/10 5/10 6/12 6/12
Steffensen 4/8 5/10 6/12 6/12 7/14
Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9
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Nejmensi pk ma Newtonova metoda, nejmensi pf Brentova metoda. Z vypisu
o prib&hu vypoltu Brentovou metodou vyplyva, Ze se ani jednou nepouZila
bisekce, proto tak skvély vysledek. |
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Poznamka (O metod& prosté iterace). P¥edpokladejme, Ze funkce g € C(a, b)
spliiuje tyto dvé podminky:

(a) g(x) € (a,b)  Vx € (a,b),
(B) existuje &islo g, 0 < g < 1, takové, Ze
lg(x) —g)l < alx—yl  Vx,y €(a,b).
Pak rovnice x = g(x) ma v (a, b) jediné ¥eSeni x* a posloupnost postupnych
aproximaci xxk+1 = g(xk), k =0,1,..., konverguje k x* pro kazdé xo € (a, b).
Bod x* = g(x*) se nazyvd pevny bod funkce g (zobrazuje x* na sebe). Nésleduje
nacrt dikazu.
1) Existence. Z podminky («) plyne g(a) > a, g(b) < b, odtud
(a—g(a)) - (b—g(b)) <0, takze v (a, b) Ie2| kofen rovnice x — g(x) = 0.
b)
<

plati x* = g(x*), y* = g(y*).

(
2) Jednoznaénost. Necht pro x*, y* € (a,
)| < g|x* — y*|, coz je mozné jedin&

Podle (9) [x* —y*| = |g(x") —g(y")| <
kdyz x* = y*.

3) Konvergence. Podle (8) je [xi — x*| = [g(xc-1) — g(x")| < qlxe1 — x|,
Opakovanim této Gvahy dostaneme nakonec |xx — x*| < g¥|xg — x*| — 0 pro
k — o0, takze x, — x*.

Misto podminky (3) miZzeme pro g € C!(a, b) pouZit siln&j$i podminku
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(#) € <g<1  Vxelab).
Podle véty o stfedni hodnoté totiz g(x) — g(y) = g'(€)(x — y), kde & lezi mezi x
a y, takZe pro x,y € (a, b) podle (3') je
lg(x) — &)l = 1g"(€)] - Ix — y| < qlx = yl, tj. plati (3).
Viimnéte si, Ze pro (a, b) = (x* — 0, x* 4 9) je platnost podminky (a) disledkem
platnosti podminky (5): |g(x) — x*| = |g(x) — g(x*)| < q|x — x*| < |x — x*|, tj.
kdyz |x — x*| < 4, pak také |g(x) — x*| < 4.
P¥iblizny vypotet kofene x* rovnice x = g(x) podle formule xx+1 = g(xx) se
nazyva metoda prosté iterace nebo také metoda postupnych aproximaci.
Podminky («) a () nebo (') jsou postalujici pro konvergenci této metody.
Vhodnou tpravou rovnice f(x) = 0 na tvar x = g(x) miZeme dostat ¥adu riiznych
konkrétnich metod. Tak tfeba pro g(x) = x — f(x)/f’(x) dostaneme Newtonovu
metodu.
Rychlost konvergence posloupnosti postupnych aproximaci {xx}72, zavisi na
chovanf funkce g v bod& x*. Jsou-li spln&ny podminky (a) a (/3) nebo (3'),
a ma-li g dostateény polet spojitych derivaci, daji se dokdzat nasledujici tvrzeni.

e Pokud g’(x*) # 0, je ¥ad konvergence roven jedné a plati

X1 = X7 < qlxc — x7].
o Pokud g'(x*) =0 a g”(x*) # 0, je ¥ad konvergence roven dv&ma.
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e Obecng, pokud jsou derivace g®)(x*) =0, s =1,2,...,r — 1,
a gN(x*) # 0, konvergence je ¥adu r.
Pro Newtonovu metodu g’(x) = f(x)f"(x)/(f'(x))? tj. g'(x*) =0, takZe
konvergence xx — x* je Yadu alespoii dva (coZ potvrzuje ndm jiz zndmy vysledek).
D4 se také dokdazat, Ze kdyz |g’(x*)| > 1, pak pro xo # x* posloupnost
postupnych aproximaci k x* konvergovat nemiZe. O
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P¥iklad 5.7. Nelinedrni rovnice f(x) = x> — 2x — 3 = 0 m4 kofeny x* = —1
a x* = 3. Prozkoumame konvergenci ke kofenu x* = 3 pro nékolik itera&nich
funkei g.

1. g(x) = (x> =3)/2, g'(x) = x, |g’(3)| = 3. pro xo # 3 konvergence nenastane.
2. g(x) =v2x+3, g'(x) =1/v2x+ 3, |g’(3)] = 1/3, linedrni konvergence

nastane napr.

pro libovolné xo z intervalu (2,4), nebot v n&m |g’(x)| < 1/V/7.
3. g(x) =2+3/x, g'(x) = —=3/x2, |g’(3)| = 1/3, linedrni konvergence nastane
napr. pro

libovolné xp z intervalu (2,4), nebot v ngm |g’(x)| < 3/4.
4. g(x) = (x> +3)/(2x — 2), g'(x) = 2(x*> — 2x — 3)/(2x — 2)?, g’(3) = 0,
g"(3) =1/2, kvad-

ratickd konvergence nastane nap¥. pro xg z intervalu (25;3,5), v ném#
lg’(x)] < 0,39,

jak snadno zjistime. OvéFte, Ze tato itera&ni funkce odpovidd Newtonové
metodé. O
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Poznamka (O nésobnych kofenech). Rekneme, Ze kofen x* rovnice f(x) = 0 mé
nasobnost q, jestlize funkce g(x) = f(x)/(x — x*)9 je v bod& x* definovédna

a kofen v ném uz nem4, tj. kdyz 0 < |g(x*)| < oo. Jestlize ma funkce f(x) v okoli
koFene x* spojité derivace a# do ¥adu g v&etng, pak fU)(x*) =0,
j=0,1,...,q—1.

Nékteré z doposud uvedenych metod lze pouzit také pro nalezeni nasobnych
koren(i, konvergence viak byva pomalejsi. Tak tfeba Newtonova metoda
konverguje jen linedrn& s chybovou konstantou C = (¢ — 1)/gq.

KdyZ otekdvame, Ze rovnice f(x) = 0 miZe mit ndsobné kofeny, je vhodné vyuZit
toho, Ze funkce u(x) = f(x)/f’(x) méa pouze jednoduché kofeny. Misto rovnice
f(x) = 0 tedy ¥esime rovnici u(x) = 0. O
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Poznamka (O dosazitelné presnosti). Necht x, je aproximace jednoduchého
koFene rovnice f(x) = 0. Pomoci v&ty o stfedni hodnot& dostaneme

FOxa) = Flx) — F(x7) = F((xk — x7),

kde £ je n&jaky bod leZici mezi xx a x*. Predpokladejme, Ze p¥i vypoltech
pracujeme jen s p¥ibliznymi hodnotami ?(xk) = f(xk) + dk, pficemz |0x| < 4. Pak
nejlepsi vysledek, kterého mizeme dosdhnout, je ?(Xk) = 0. V tom p¥ipadé
|f(xx)| <6, takZe

Il 86
I — 11 1#0)]

pokud se f’ v blizkosti ko¥ene p¥ili nemé&ni. Vypotitat x* s mensi chybou neZ ¢
nelze. Proto se €} nazyvd dosazitelnd presnost kofene x*. VSimnéte si: kdyz je
velikost smé&rnice |f'(x*)| v kofenu x* mald, je dosaZitelnd pFesnost &5 velkd, viz
obr. 5.5. V takovém p¥ipadé je vypolet kofene x* Spatné podminény problém.

X — 7|

X7

*
X
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f(x)

—_—y=0

Obr. 5.5: DosaZitelnd p¥esnost kofene

Podobna tvaha pro kofen nasobnosti g dava dosazitelnou presnost

5-al 1/q
(e
o)

Exponent 1/q je pFi¢inou toho, Ze vypotet ndsobného koFene je obecn& patné
podmin&nd dloha. Tak tfeba pro f(x) = x9 je x* = 0 koFen ndsobnosti ¢
aex =09 Pro g=15a é = 10~ dostaneme ¢, = 0,1! O
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Poznamka (O kotenech polynomi). Polynom p,(x) stupn& n ma n obecn&
komlexnich ko¥en(. Pro vypolet jednoduchych redlnych kofend funkce

f(x) = pn(x) lze pouZit libovolnou z dosud uvedenych metod. O tom, jak se
vyporadat s p¥ipadnymi nasobnymi kofeny, pojedndva vyse uvedend poznamka.
Pro vypocet komplexnich kofenii Ize pouZit nap¥. Newtonovu metodu, v niz jako
pocateéni aproximaci volime komplexni &islo.

Pokud nds zajimaji v8echny kofeny polynomu, tak po nalezeni redlného kofene x*
polynom p,(x) dé&lime &enem x — x*. Tak dostaneme polynom

Pn—1(x) = pp(x)/(x — x*) stupn& n — 1 a déle hleddme jeho koFeny. KdyZ je x*
komplexni kofen, pak je kofenem také komplexné sdruzené &islo x*. V tom p¥ipadé
délime p,(x) kvadratickym polynomem (x — x*)(x — x*), jehoZ koeficienty jsou
redlna &isla. Tak dostaneme polynom p,_>(x) stupné& n — 2 s redlnymi koeficienty
a pokradujeme hleddnim jeho kotend.

Pro vypocet kofenli polynomi jsou navrzeny také specidlni, velmi efektivni
metody, o nichZ lze ziskat informace nap¥. v [Stoer, Bulirsch]. |
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Mnohé z metod uréenych pro YeSeni jedné nelinedrni rovnice Ize zobecnit na ¥eSeni
soustav nelinedrnich rovnic. BohuZel to neplati pro metodu bisekce ani pro metodu
regula falsi. A co je jesté hor$i: pro soustavy nelinedrnich rovnic neni zndma Zadna
univerzalni metoda, kterd by dokazala spolehlivé uréit dostate¢n& dobrou
pocateéni aproximaci feSeni. Uspokojivou pocatedni aproximaci proto musime
odhadnout. Pomoci ndam miZe znalost konkrétniho problému, ktery na ¥eSen{
nelinedrni soustavy vede. Odhad ¥e¥eni Ize n&kdy ziskat také na zdklad&
pomocnych vypoctl provedenych za zjednodusujicich predpokladi, naptiklad tak,
Ze nelinedrni problém aproximujeme vhodnym problémem linedrnim.
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UvaZujme tedy soustavu n nelinedrnich rovnic o n nezndmych

ﬂ(X17X27"'aXn) :O7
f2(X]_,X2,...,X,,) :07
nebo-li f(x)=o, (5.10)
fn(X17X27"'7Xn) :07
kde
X1 f(x1, X255 Xn) f(x) 0
X0 fo(x1, X2, -« s Xn) f(x) 0
x=| .|, f(x)= ) = ) a o=
Xp, fa(X1, X2y« .« y Xn) fo(x) 0

Regenim soustavy (5.10) je kazdy &iselny vektor x*, pro ktery f(x*) = o.
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V tomto odstavci budeme automaticky predpoklddat, Ze funkce f(x) je spojitd
a ma tolik spojitych derivaci, kolik je jich v dané situaci zapottebi.

Newtonova metoda a jeji modifikace. Pro n = 1 lze Newtonovu metodu
odvodit také z Taylorova rozvoje

= f(x*) = f(xk) + (x* — xk)f'(xx) + chyba = f(xx) + (x* — xi)f"(xk)
tak, Ze pfibliznou rovnost nahradime rovnosti a misto x* piSeme xx1, tj. poitdme

f/(Xk)(Xk-H _Xk)+ f(Xk) =0, k=0,1,....
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Podobné Ize pomoci Taylorovy formule v n dimenzich odvodit Newtonovu metodu
pro soustavu (5.10),

f/(Xk)(Xk+1 — Xk) + f(Xk) =o, (511)
kde f'(x) je Jacobiova matice funkce f(x), tj.

ofi(x)  Oh(x) 9fi(x)

Oxq Ox 1 Ox,
0609 06 9HK)

f'(x) = Ox Oxs  Oxp
() Oh(x) 96k

8X1 8X2 o aX,,

Vypolet organizujeme tak, Ze nejd¥ive vyFesime soustavu linedrnich rovnic

f/(x) di = —F(xx) a pak uréime  Xpy1 = xx +dg. (5.12)
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KdyZ? je matice f'(xx) reguldrni, miZeme linedrni soustavu rovnic vy¥esit
metodami popsanymi v kapitole Fedeni soustav linedrnich rovnic, (je-li f'(x)
singularni, je tfeba metodu vhodné& modifikovat, popF. vypocet jako nelsp&sny
ukontit). Pro velké n a ¥idkou matici f'(x) lze efektivng pouZit itera&ni metody
(xk je dobra potate¢ni aproximace, navic x,41 neni tfeba potitat p¥ilis presng,
nebot je to jen mezivysledek na cest& k nalezeni x*).

Newtonova metoda konverguje, pokud je po¢dtecni aproximace xo dostate¢n&
blizko kofene x*. Rychlost konvergence je kvadratickd, tj. existuje okoli O(x*)
bodu x* a konstanta C takova, Ze

Ixicer = x| < Cllxe =2 Vi € O(x").
Pro ukonéeni iteraci pouZijeme nékteré ze stop kriterii
k1 —xill <&, IIxesr — xl| < el[xll, nebo [[f(xks1)[ < e, (5.13)

kde ¢ je zadand pFesnost. Tato kritéria jsou obecn& pouZitelna také pro dalsi
metody, které si v této kapitole uvedeme.
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V kazdém kroku Newtonovy metody je tfeba YeSit soustavu linedrnich rovnic
(5.11), coz pro velké n predstavuje zna&ny objem vypo&td. Navic je t¥eba

v kazdém kroku vypotitat n? slozek Of;(xx)/0x; matice f/(xx). To miize byt také
velmi obtizné v prfipadé, Ze parcidlni derivace nejsou uréeny jednoduchymi vzorci.
Proto se n&kdy postupuje tak, Ze se f/(xx) pfepotitavd jen obtas, nap¥. kazdych m
krokl, tj. Xk+1 pocitdme podle

f'(xp)(Xk+1 —xk) +f(xk) =0, k=p,p+1,....p+m—-1, p=0,m2m,....

V takovém ptipadé je ticelné rozloZit matici f'(x,) pomoci LU rozkladu na soutin
dolni trojihelnikové matice L, a horni trojihelnikové matice U,

f(xp) = LoU, .

Tato ndro¢na operace se provede jen pro k =0, m,2m, . ... Aproximaci Xx+1 pak
dostaneme YeSenim dvou soustav linedrnich rovnic s trojihelnikovymi maticemi,

Loy = —f(xk), Upde =y, Xi41 = Xi +di .

Pro k ¢ {0,m,2m, ...} tedy provddime jen ,laciné" zp&tné chody.



REIEINEEIGIH WA Soustavy nelinedrnich rovnic

Parcidlni derivace v Jacobiov& matici f/(x) se Casto aproximuji pomoci
diferenénich podili,

(X1, oy 4+ hjy ooy xn) — (%)
~ Ajj(x,h) = S ;7 ,
Ui

kde h; # 0 jsou vhodn& zvolené parametry, h = (hy, hy, ..., h,)". Pro malé h; > 0
je Ajj(x, h) standardni aproximace 0f;(x)/0x; dopfednou diferenci. Matice A(x, h)
s prvky Aji(x, h) je aproximaci Jacobiovy matice f'(x). KdyZ tedy v (5.11)
nahradime f’(xx) pomoci A(x, hy), dostaneme diskretizovanou Newtonovu
metodu

A(xk,hk)(xkﬂ —Xk) +f(Xk) =o0. (514)

Zobecnénou metodu sefen dostaneme, kdyZ za j-tou slozku hJ(-k) vektoru hy

dosadime At¥) = x*=D) _ (0 (pro n =1 je pak rovnice (5.14) totoZn3

s predpisem (5.7)) a zobecnénou Steffensenovu metodu obdrzime, kdyZ poloZime
hJ(-k) = f:(xk) (pro n = 1 je pak rovnice (5.14) totozna s predpisem(5.9)). Rad
konvergence obou metod je stejny jako v jedné dimenzi, tj. 1,618 pro metodu
seten a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda seten potfebuje dv& dostate¢né
dobré pocatedni aproximace Xg a Xj.
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Ptiklad 5.8. Newtonovou metodou uréime ko¥eny soustavy rovnic
fx,y)=x3—xy>—-1=0,
glxy) =y’ =2y +2=0.

Podle (5.12) uréime xxi1 = (Xkr1, yxs1) ' takto:

(5l o)) (3) = (o) Ge) = (i)

Soustavu rovnic je vyhodné vyfesit pomoci Crammerova pravidla, tj.

D, D,
—— bk:_fya

kde D=fg, —f8x, D, =fg, — f,g, D, = f.g — fgx,

pricemZ hodnoty viech funkci se potitaji v bod& [xk, yi].



REIIEINEEIGIH WA  Soustavy nelinedrnich rovnic

3

><3—><y2—1

- y3—2x2y+2

Obr. 5.6: Soustava dvou nelinearnich rovnic



Sausivy (EEETIE e
Z obrazku 5.6 zjistime, Ze soustava ma celkem tFi kofeny. Vybereme si tfeba ten,
ktery leZi ve Ctverci Q := {[x,y]| —2 < x < —-1,1 <y <2} a jako potate¢ni
aproximaci zvolime xp = —1, yp = 1. Vypoclet ukon&ime, kdyz

[F(xk+1) oo = max{|f (xier, yirn)]: 18 (xkrns yiera) [} < 1072

Vypocet je zaznamendn v nasledujici tabulce (fx a gk oznatuje hodnotu v bod&

[xk, yi])-
k Xk Yk fi 8k Xk — X* Yk = y*
0] -1 1 -1 1 0,394069 —0,631182
11 -15 2 1,625 1 —0,105931 0,368818
2 | —1,379562 1,673966 0,240186 0,318968 0,014507 0,042784
3 | —1,392137 1,629879 0,000193 0,012219 0,001932 —0,001303
4 | —1,394072 1,631182 —0,000005 —0,000018 —0,000002 0,000000
51 —1,394069 1,631182 —0,000000 —0,000000 0,000000 0,000000

Vsimnéte si, Ze v blizkosti kofene je konvergence velmi rychla. P¥esné ¥eSeni jsme
aproximovali pomoci x5. x5 = —1,39407 a y5 = 1,63118 maji viechny cifry platné.

O
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Zvyseni spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jeji
varianty nemuseji konvergovat, kdyZ startujeme daleko od fYeSeni. Je v8ak mozné
pfijmout jistd opatfeni, kterd oblast konvergence téchto metod podstatné rozsiti.
Nejjednodussi je pouzit tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newtonlv
(nebo aproximovany Newtoniv) krok dy potitd jako obvykle, ale pak se jako dalsf
aproximace bere xx11 = Xx + A¢dyg, kde i je &iselny parametr. Daleko od ¥eeni
byva krok dy nespolehlivy, mnohdy p¥ili§ velky, a tak se miZeme pokusit vybrat
Ak tak, aby xx11 byla lepsi aproximace ¥eSeni neZ x,. Jednim ze zpiisobl, jak toho
dosdhnout, je sledovat ||f(xx)||2 a zajistit, aby v kaZdé iteraci délka vektoru f(xy)
dostateéné poklesla. Parametr A, je také mozné urcit minimalizaci funkce

©(A) = |If(x + Adk)|]2 (minimalizaci se v&nuje nasledujici kapitola). At uz
parametr Ay volime jakkoliv, v blizkosti ¥eSeni vZdy sta&i brat Ay = 1 a dosahnout
tak ¥adu konvergence netlumené metody.

Ponékud komplikovangjsi, aviak mnohem spolehlivéjsi, je Newtonova metoda

s lokalné omezenym krokem, ve které xx,1 = Xk + dx a krok dy dostaneme
minimalizaci funkce ¢(d) = ||f(xx) + f'(x«)d||2 na oblasti ||d||2 < Ak, kde Ay je
vhodné voleny parametr.

Podrobn&ji (a mnohé dal3i) informace k tomuto tématu ¢tend¥ najde ve
specializované literatufe, nap¥. v [Nocedal].
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Metoda prosté iterace. V mnoha vyznamnych aplikacich se ¥e&i nelinedrni

soustava
x =a+ hp(x), (5.15)

kde a je &iselny vektor a h je malé kladné &islo. PoloZime-li f(x) = x — a — hep(x),
miZeme soustavu f(x) = o vyFesit Newtonovou metodou nebo n&kterou z jejich
modifikaci. V p¥ipadé dlohy (5.15) se v3ak pfimo nabizi jiny, velmi jednoduchy
postup, ktery si ted popideme. Ozna&ime-li g(x) = a + hep(x), dostdvdme tlohu

*

urdit x* splfiujici X" = g(x*). (5.16)

Bod x* se nazyva pevny bod zobrazeni g(x).
Ulohu (5.16) se pokusime vyFesit metodou prosté iterace: zvolime potate¢ni
aproximaci xg a poditame

Xk4+1 = g(Xk) y k= 0, 1, . (517)

a doufadme, Ze takto generovana posloupnost postupnych aproximaci xy
konverguje k x*. Postalujici podminky konvergence udava nasledujici
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Vé&ta (O konvergenci metody prosté iterace). Necht Q je uzavrend oblast, ve které
ma funkce g parcidlni derivace a spliiuje tyto dv& podminky:
a) g(x) € Q Vx € Q,
(5.18)
b) llg®<g<l VvxeQ.

Pak v Q existuje jediny pevny bod x* zobrazeni g a posloupnost postupnych
aproximaci ziskana predpisem (5.17) k nému konverguje pro libovolnou potateéni
aproximaci xg € 2. P¥itom

i1 = x| < gllxe = 7],

tj. rychlost obecng jen linedrni konvergence z4avisi na gq. O
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Vratme se zpét k dloze (5.15). KdyZ ma funkce ¢(x) v okoli kofene x* ohrani¢ené
parcidlni derivace, pak pro dostate¢n& malé h a pro xq dosti blizké k x*
posloupnost postupnych aproximaci

xk+1:a+h<p(xk)7 k=0,1,...

konverguje k x*. (Snadno se ov&Fi, Ze v tom p¥ipad& Ize aplikovat pfedchozi vétu,
kdyz zvolime O(x*) = {x|||x — x*|| < §}, kde § > 0 je dostatetn& malé &islo.)
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P¥iklad 5.9. Metodou prosté iterace uréime ¥eSeni soustavy rovnic

x=0,240,1(—xy? + 3x),
y =06+ 0,1(—x’y* - 2y)

v oblasti Q = {[x,y]|0 < x < 1,0 <y < 1]}. Nejd¥ive ov&fime, Ze funkce
gl(Xay) = 072 + 0?1(_Xy2 + 3X) ) g2(X7y) = Oa6 + Oal(_X2y3 - 2_)/)

spliiuji podminky (5.18).
ProtoZe pro [x, y] € Q plati

0<02+0,1(—xy*>+3x)<1, 0<0,6+0,1(—x%>*—-2y)<1,

tj. [g1(x,y), &(x, y)] € Q, podminka a) je spIné&na.
Abychom ové&fili podminku b), vyjdd¥ime si Jacobiovu matici

9gi(x.y) Ogilx.y) )
Ox 8_)/ B —0,1y +0,3 —0,2Xy

g'(x) = 5 5 =
gQ(va) g2(Xa)/) —072)(}/3 —O’3X2y2 —-0,2
Ox dy
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a odhadneme nap¥. v || - |0 norm&
g’ (x)]|so = max{| — 0,1y% +0,3| + | — 0,2xy|; | — 0,2xy>| + | — 0,3x?y? — 0,2|} .
Ztejmé
llg’ (x)|lo < max{0,3+0,2;0,2+0,5} =0,7 pro x = [x,y] € Q,
takZe podminka b) je spln&na pro g = 0,7.
Vypolet zahdjime tfeba z poatedni aproximace xg = yg = 0 a pro ukon&eni iteraci

pouZijeme stop kritérium

Vir1 — vk} <1072,

[1%k+1 — Xklloo = max{|xks1 — xk

Vypolet je zaznamenan v nasledujici tabulce.
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PYesné YeSeni jsme aproximovali pomoci xi5.

v8echny cifry platné. O

k Xk Yk Xk — Xk—1 Yk — Yk—-1 Xk — x* Ye—y*
ofo 0 0275802 —0,499211
1| o2 0.6 0.2 0.6 0075892 0,100789
2 | 0,252800 0,479136 0,052800 —0,120864 —0,023092 —0,020075
3 | 0270036 0503470 0017236 0024334 —0,005856  0,004259
8 | 0,275882 0,499209 0,000025 —0,000009 —0,000010 —0,000001
9 | 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 —0,000003 0,000000

xo = 0,27589 a yo = 0,49921 maj
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Poznamka. Kdyz g(x) = Tx + c je linedrni funkce, pak g'(x) = T. Pokud
IT|| <1, pak jsou postaujici podminky (5.18) splnény pro kazdé x, takze

X, — X* pro libovolnou pocateéni aproximaci xg. Tento vysledek jsme dokazali
v kapitole FeSeni soustav linedrnich rovnic.
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