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Vysoké učeńı technické v Brně
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Optimalizace Úvod

Optimalizačńı úlohy se zabývaj́ı výběrem
”
nejlepš́ıch řešeńı“ z dané množiny

”
možných řešeńı“. Matematicky můžeme optimalizačńı úlohu formulovat jako

nalezeńı prvku x∗ ∈ M takového, že pro libovolný prvek x ∈ M plat́ı

f (x∗) ≤ f (x) ∀x ∈ M , (6.1)

kde f : M 7→ R je minimalizovaná (někdy se také ř́ıká účelová nebo ćılová nebo
kriteriálńı) funkce a M je množina p̌ŕıpustných řešeńı. Jestliže p̌ŕıpustným řešeńım
může být každý bod x = (x1, x2, . . . , xn)

T n-rozměrného Euklidova prostoru Rn
,

tj. M = Rn
, hovǒŕıme o nepodḿıněné optimalizaci. O funkci f budeme

p̌redpokládat, že je spojitá (p̌ŕıpadně i se svými prvńımi a daľśımi derivacemi).
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Optimalizačńı úloha (6.1) se nazývá úlohou globálńı optimalizace. My se v této
kapitole omeźıme na jednoduš̌śı úlohu lokálńı optimalizace spoč́ıvaj́ıćı v nalezeńı
lokálńıho minima, tj. prvku x∗ ∈ M takového, že pro libovolný prvek x ∈ M plat́ı

f (x∗) ≤ f (x) , ∀x ∈ M ∩ O(x∗) , (6.2)

kde O(x∗) je nějaké okoĺı bodu x∗.
Podrobněji si všimneme dvou speciálńıch úloh: v odstavci 5 se seznáḿıme
s metodami pro minimalizaci funkce jedné proměnné na intervalu 〈a, b〉
a v odstavci 20 se budeme věnovat metodám nepodḿıněné minimalizace funkce
v́ıce proměnných.

Poznámka. Určeńı maxima funkce g(x) můžeme p̌revést na úlohu určeńı minima
funkce f (x) = −g(x). 2
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Optimalizace Jednorozměrná minimalizace

V tomto odstavci uvedeme metody pro p̌ribližné určeńı bodu x∗ lokálńıho minima
funkce f (x) na intervalu 〈a, b〉. Jestliže je funkce f na intervalu 〈a, b〉 unimodálńı,
tj. když má v intervalu 〈a, b〉 jediné minimum, pak ho (dále uvedenými metodami
p̌ribližně) najdeme. Pokud však má funkce f na intervalu 〈a, b〉 v́ıce lokálńıch
minim, najdeme jedno z nich (nemuśı j́ıt o minimum globálńı).
Intervalovou bisekci použ́ıt nemůžeme: i když známe f (a), f (b) a f ((a + b)/2),
nedokážeme rozhodnout, ve které polovině intervalu 〈a, b〉 minimum lež́ı.
Použ́ıt lze intervalovou trisekci. Necht’ h = (b− a)/3, takže u = a + h a v = b− h
děĺı interval na ťri stejné části. Předpokládejme, že f (u) < f (v). Pak minimum
jistě lež́ı vlevo od v , takže b nahrad́ıme pomoćı v . T́ım se délka intervalu
(obsahuj́ıćıho minimum) zkrát́ı na dvě ťretiny své původńı délky. Bod u se však
stane sťredem nového intervalu a nebude proto v daľśım kroku využitelný. Funkci
f tedy muśıme vyhodnocovat v každém kroku dvakrát. To je neefektivńı.
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Metoda zlatého řezu je založena na šikovněǰśım výběru dělićıch bodů u a v .
Necht’ h = %(b − a), kde % je č́ıslo o něco věťśı než 1/3, jehož p̌resnou hodnotu
teprve urč́ıme. Pak body u = a + h a v = b − h děĺı interval 〈a, b〉 na ťri nestejné
části. V prvńım kroku vyhodnot́ıme f (u) a f (v). Předpokládejme, že f (u) < f (v).
Pak v́ıme, že minimum je mezi a a v . Nahrad́ıme b pomoćı v a proces opakujeme.
Když zvoĺıme

”
správnou“ hodnotu %, bod u bude ve

”
správné pozici“ použitelné

v p̌ŕı̌st́ım kroku. Po prvńım kroku se tak funkce f bude vyhodnocovat v každém
kroku už jen jednou.
Jak tedy zvolit %? Tak, aby bod u hrál v redukovaném intervalu 〈a, v〉 stejnou roli
jako bod v v původńım intervalu 〈a, b〉, tj. aby poměr délky intervalu 〈a, u〉 k délce
intervalu 〈a, v〉 byl stejný jako poměr délky intervalu 〈a, v〉 k délce intervalu 〈a, b〉,

u − a

v − a
=

v − a

b − a
⇐⇒ %

1− %
=

1− %

1
⇐⇒ %2 − 3% + 1 = 0 .

Vyhovuj́ıćı řešeńı je

% = (3−
√

5)/2 ≈ 0,382, kde τ = 1− % = (
√

5− 1)/2 ≈ 0,618

je č́ıslo známé jako poměr zlatého řezu.
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Obr. 6.1: Zlatý řez

Poznámka (O zlatém řezu). Ř́ıkáme, že bod děĺı interval v poměru zlatého řezu,
když dva nově vzniklé subintervaly maj́ı tuto vlastnost: poměr délky kraťśıho
subintervalu k délce deľśıho subintervalu je stejný jako poměr délky deľśıho
subintervalu k délce celého intervalu. Z výše uvedené konstrukce je žrejmé, že bod
u (ale také bod v) děĺı interval 〈a, b〉 v poměru zlatého řezu.
Přimeňme si, že s č́ıslem τ jsme se setkali již v kapitole řešeńı nelineárńıch rovnic,
kde jsme uvedli, že rychlost konvergence metody sečen p = 1 + τ

.
= 1,618. 2
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Zat́ım jsme p̌redpokládali, že f (u) < f (v). V opačném p̌ŕıpadě, tj. když
f (u) ≥ f (v), lež́ı minimum v intervalu 〈u, b〉, takže a nahrad́ıme pomoćı v .
Snadno ově̌ŕıme, že v redukovaném intervalu 〈u, b〉 bude ḿıt v stejnou roli jako
mělo u v původńım intervalu 〈a, b〉, takže hodnotu funkce f na redukovaném
intervalu opět stač́ı poč́ıtat jen jednou.

Délka redukovaného intervalu je τ -krát menš́ı než délka původńıho intervalu.
Z výchoźıho intervalu〈a0, b0〉 = 〈a, b〉 tak postupně sestroj́ıme intervaly
〈a1, b1〉 ⊃ 〈a2, b2〉 ⊃ . . . , které obsahuj́ı minimum a jejichž délka je v každém
kroku redukována faktorem τ . Na výchoźım intervalu 〈a0, b0〉 urč́ıme
u0 = a + %(b − a), v0 = b − %(b − a) a vypočteme f (u0), f (v0). Interval
〈ak+1, bk+1〉, k = 0, 1, . . . , dostaneme pomoćı ak , bk , uk , vk a již ďŕıve
vypočtených hodnot f (uk), f (vk) takto:
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1) když f (uk) < f (vk), pak

ak+1 := ak , bk+1 := vk , vk+1 := uk , uk+1 := ak+1 + %(bk+1 − ak+1)

a vypočteme f (uk+1);

2) v opačném p̌ŕıpadě, tj. když f (uk) ≥ f (vk), provedeme

ak+1 := uk , bk+1 := bk , uk+1 := vk , vk+1 := bk+1 − %(bk+1 − ak+1)

a vypočteme f (vk+1).

a
k

b
k

u
k

v
k

a
k+1

b
k+1

a
k

b
k

u
k

v
k

a
k+1

b
k+1

Obr. 6.2: Metoda zlatého řezu
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Po k kroćıch lež́ı minimum v intervalu Ik := 〈ak , bk〉 délky

|Ik | = bk − ak = τ(bk−1 − ak−1) = · · · = τ k(b0 − a0) .

Sťred xk+1 intervalu 〈ak , bk〉 aproximuje minimum x∗ s chybou

|xk+1 − x∗| ≤ 1
2 (bk − ak) = 1

2τ k(b0 − a0) . (6.3)

Pro k →∞ žrejmě |Ik | → 0 a xk → x∗.
Konvergence metody zlatého řezu je poměrně pomalá. Proto je v bĺızkosti minima
účelné p̌rej́ıt na rychleji konvergentńı metodu. Jednou z možnost́ı je metoda
kvadratické interpolace, s ńıž se také seznáḿıme. Předt́ım ale
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Př́ıklad 6.1. Metodou zlatého řezu urč́ıme minimum funkce
f (x) = x4 − 3x3 + x + 7. Jako počátečńı zvoĺıme interval 〈a0, b0〉 = 〈1, 3〉.
Výpočet provedeme s p̌resnost́ı ε = 10−3, tj. když bk − ak < 2ε, polož́ıme
xk+1 = (ak + bk)/2. Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce. Podtržeńım
jsou vyznačeny ty vniťrńı body, v nichž se poč́ıtá hodnota účelové funkce.

k ak uk vk bk f (uk) f (vk)

0 1,0000 1,7639 2,2361 3,0000 1,979900 ≥ 0,695048

1 1,7639 2,2361 2,5279 3,0000 0,695048 < 1,901312

2 1,7639 2,0557 2,2361 2,5279 0,852324 ≥ 0,695048

3 2,0557 2,2361 2,3475 2,5279 0,695048 < 0,906510

4 2,0557 2,1672 2,2361 2,3475 0,690296 < 0,695048

5 2,0557 2,1246 2,1672 2,2361 0,729249 ≥ 0,690296
...

14 2,1973 2,1982 2,1988 2,1997 0,681572 < 0,681575

15 2,1973 2,1988
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Požadovaná p̌resnost je dosažena pro k = 15, takže (po zaokrouhleńı na 3
desetinné cifry) x16

.
= 2,198. Hodnota účelové funkce se poč́ıtá celkem 16-krát.

Protože p̌resná hodnota x∗
.
= 2,198266, má x16 všechny cifry platné. 2
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Metoda kvadratické interpolace. Předpokládejme, že minimum lež́ı v intervalu
〈ak , bk〉, a že v nějakém jeho vniťrńım bodě ck hodnota funkce f nep̌resáhne
hodnoty f (ak), f (bk) v krajńıch bodech ak , bk , tj. že

pro ak < ck < bk plat́ı f (ck) ≤ min{f (ak); f (bk)} . (6.4)

Body [ak , f (ak)], [ck , f (ck)] a [bk , f (bk)] prolož́ıme parabolu P2(x) (kvadratický
interpolačńı polynom) a bod xk+1 jej́ıho minima považujeme za daľśı aproximaci
x∗. Vzorec pro výpočet xk+1 dostaneme řešeńım lineárńı rovnice P ′

2(xk+1) = 0. Dá
se ukázat, že

xk+1 = ck −
1

2

(ck − ak)
2[f (ck)− f (bk)]− (ck − bk)

2[f (ck)− f (ak)]

(ck − ak)[f (ck)− f (bk)]− (ck − bk)[f (ck)− f (ak)]
. (6.5)

Z (6.4) plyne, že xk+1 ∈ (ak , bk). Když náhodou xk+1 = ck , vlož́ıme do xk+1 jiný
vniťrńı bod intervalu 〈ak , bk〉. S t́ımto slabým ḿıstem metody kvadratické
interpolace (a s daľśımi, zde nezḿıněnými nedostatky) se úspěšně vyrovnává
Brentova metoda. Stručná zḿınka o ńı je uvedena v následuj́ıćım textu.
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Z bodů ak , bk , ck a xk+1 pak vybereme nový interval (ak+1, bk+1) obsahuj́ıćı
minimum a bod ck+1 splňuj́ıćı podḿınku (6.4), tentokrát pro index k + 1.
Postupujeme podle následuj́ıćıch pravidel:

A : xk+1 < ck a f (xk+1) < f (ck) =⇒ ak+1 = ak , ck+1 = xk+1,
bk+1 = ck ,

B : xk+1 < ck a f (xk+1) ≥ f (ck) =⇒ ak+1 = xk+1, ck+1 = ck ,
bk+1 = bk ,

C : ck < xk+1 a f (ck) < f (xk+1) =⇒ ak+1 = ak , ck+1 = ck ,
bk+1 = xk+1,

D : ck < xk+1 a f (ck) ≥ f (xk+1) =⇒ ak+1 = ck , ck+1 = xk+1,
bk+1 = bk .
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Obr. 6.3: Metoda kvadratické interpolace
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Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za dostatečně dobrou aproximaci minima
x∗, když je splněno některé ze stop kriteríı

|xk+1 − xk | < ε , |xk+1 − xk | < ε|xk | , f (xk)− f (xk+1) <
ε , f (xk)− f (xk+1) < ε|f (xk)| ,

kde ε je p̌redepsaná tolerance.
Výpočet xk+1, k = 0, 1, . . . , vyžaduje k + 4 vyhodnoceńı účelové funkce: f (a0),
f (c0), f (b0) a dále f (xi ), i = 0, 1, . . . , k.
Pokud metoda kvadratické interpolace konverguje, pak je rychlost jej́ı konvergence
superlineárńı řádu p ≈ 1,324, viz [Heath].
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Př́ıklad 6.2. Minimum funkce f (x) = x4 − 3x3 + x + 7 urč́ıme metodou
kvadratické interpolace. Výpočet ukonč́ıme, když |xk+1 − xk | < 10−5. Výpočet je
zaznamenán v následuj́ıćı tabulce. V posledńım sloupci je uvedeno, který z p̌ŕıpadů
A,B,C,D nastává, a podtržeńım

a0 = 2,000000 x1 = 2,204918 < c0 = 2,500000 b0 = 3,000000 f (x1) < f (c0) =⇒ A

a1 = 2,000000 x2 = 2,180689 < c1 = 2,204918 b1 = 2,500000 f (x2) ≥ f (c1) =⇒ B

a2 = 2,180689 x3 = 2,197322 < c2 = 2,204918 b2 = 2,500000 f (x3) < f (c2) =⇒ A

a3 = 2,180689 c3 = 2,197322 < x4 = 2,198232 b3 = 2,204918 f (c3) ≥ f (x4) =⇒ D

a4 = 2,197322 c4 = 2,198232 < x5 = 2,198264 b4 = 2,204918 f (c4) ≥ f (x5) =⇒ D

a5 = 2,198232 c5 = 2,198264 < x6 = 2,198265 b5 = 2,204918

jsou (postupně zleva doprava) vyznačeny body ak+1 < ck+1 < bk+1, viz následuj́ıćı
řádek. Z tabulky je žrejmé, že požadovaná p̌resnost byla dosažena pro
x6

.
= 2,19827 (všechny cifry jsou platné). Hodnota účelové funkce se poč́ıtá

celkem 9-krát. 2
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Brentova metoda je kombinovaná metoda, která v sobě spojuje spolehlivost
metody zlatého řezu a rychlou konvergenci metody kvadratické interpolace. Popis
Brentovy metody lze naj́ıt nap̌r. v [Numerical Recipes], viz funkce brent, nebo
v [Moler], viz funkce fmintx. Brent̊uv algoritmus je také základem funkce
fminbnd pro jednorozměrnou minimalizaci v MATLABu.
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Nelderova-Meadova metoda známá také jako metoda simplex̊u je populárńı
metoda nepouž́ıvaj́ıćı derivace účelové funkce. Paťŕı mezi tzv. komparativńı
metody, což jsou metody, které hledaj́ı minimum účelové funkce f porovnáváńım
jej́ıch hodnot v určitých vybraných bodech prostoru Rn

. V p̌ŕıpadě metody
simplex̊u jsou vybranými body
vrcholy simplexu (pro n = 2 trojúhelńıka, pro n = 3 čty̌rstěnu).
Hlavńı myšlenka jednoho kroku metody je jednoduchá: mezi vrcholy x0, x1, . . . , xn

simplexu vybereme nejhořśı vrchol xw (v angličtině
”
worst“), v němž účelová

funkce nabývá nejvěťśı hodnotu, a nahrad́ıme ho lepš́ım vrcholem x̂, v němž je
hodnota účelové funkce menš́ı.
Vrchol x̂ hledáme na polop̌ŕımce, která vycháźı z nejhořśıho vrcholu xw a procháźı
těžǐstěm x̄ zbývaj́ıćıch vrchol̊u. Nejlepš́ı z nich označ́ıme xb (v angličtině

”
best“),

tj. xb je ten z vrchol̊u x0, x1, . . . , xn, v němž účelová funkce nabývá nejmenš́ı
hodnotu.
Prvńı pokus, jak vybrat x̂, označujeme jako reflexi: bod xr = x̄ + (x̄− xw ), je
obraz bodu xw ve sťredové souměrnosti se sťredem x̄. Když je f (xr ) < f (xb), pak
to znamená, že pokles hodnot na polop̌ŕımce xw x̄ je značný, a proto zkuśıme
postoupit po této polop̌ŕımce ještě dál, do bodu xe = x̄ + 2(x̄− xw ). Výběr bodu
xe bývá označován jako expanze. Když f (xe) < f (xb), pak x̂ = xe , tj. nejhořśı
vrchol xw nahrad́ıme bodem xe .
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Jestliže f (xe) ≥ f (xb), zkuśıme použ́ıt alespoň bod xr . Podḿınkou pro jeho
zǎrazeńı do simplexu je splněńı podḿınky f (xr ) < f (xg ) pro některý vrchol xg jiný
než nejhořśı, tj. pro xg 6= xw (index g p̌ripoḿıná anglické sl̊uvko

”
good“). Pokud

taková podḿınka plat́ı, bereme x̂ = xr ḿısto původńıho xw .
Když nevyhovuje xe ani xr , zkuśıme naj́ıt bod x̂ na úsečce s koncovými body xw ,
xr tak, aby f (x̂) < min{f (xw ); f (xr )}. Konkrétně postupujeme takto:

a) pokud f (xr ) < f (xw ), zkuśıme bod xce = 1
2 (x̄ + xr ) (lež́ı bĺıže k bodu xr ),

a když f (xce) < f (xr ), pak x̂ = xce , takže provedeme xw := xce .

b) jestliže f (xr ) ≥ f (xw ), zkuśıme bod xci = 1
2 (x̄ + xw ) (lež́ı bĺıže k bodu xw ),

a pokud f (xci ) < f (xw ), pak x̂ = xci , tj. provedeme xw := xci .

Výběr bodu xce resp. xci označujeme jako kontrakci (v dolńım indexu: ṕısmeno c
p̌ripoḿıná anglické slovo

”
contraction“, ṕısmeno e anglické slovo

”
external“ (xce

lež́ı vně původńıho simplexu) a ṕısmeno i p̌ripoḿıná anglické slovo
”
internal“ (xci

lež́ı uvniťr původńıho simplexu)).
Když nevyhovuje xe , xr , xce ani xci , usoud́ıme, že vrchol xb, v němž účelová
funkce nabývá své nejmenš́ı hodnoty, je bĺızko minima. Proto provedeme redukci
simplexu: vrchol xb v simplexu z̊ustane a zbývaj́ıćı vrcholy xi se posunou do sťredů
úseček xbxi . Simplex se tedy stáhne k nejlepš́ımu vrcholu xb.
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Transformaci simplexu, p̌redstavuj́ıćı jeden krok Nelderovy Meadovy metody,
poṕı̌seme v pěti bodech takto:

1) expanze : f (xr ) < f (xb) a nav́ıc f (xe) < f (xb) =⇒ xw := xe

2) reflexe : f (xr ) < f (xg ) pro nějaký vrchol xg 6= xw =⇒ xw := xr

3) vněǰśı kontrakce : f (xr ) < f (xw ) a nav́ıc f (xce) < f (xr ) =⇒ xw := xce

4) vniťrńı kontrakce : f (xr ) ≥ f (xw ) a nav́ıc f (xci ) < f (xw ) =⇒ xw := xci

5) redukce : xi := 1
2 (xb + xi ) pro všechna xi 6= xb
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Obr. 6.4: Nelderova-Meadova metoda: 0) originálńı trojúhelńık, 1) expanze, 2) reflexe,
3) vněǰśı kontrakce, 4) vniťrńı kontrakce, 5) redukce
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Body 1 až 5 procháźıme postupně shora dol̊u. Když některá z podḿınek v bodech
1 až 4 neńı splněna, p̌rejdeme na následuj́ıćı bod. Když splněna je, provedeme
náhradu xw podle p̌ŕıkazu za šipkou a transformace je hotova. Neńı-li splněna
podḿınka v žádném z bodů 1 až 4, provedeme redukci podle bodu 5.

Na začátku výpočtu je dána počátečńı aproximace x0 = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n )T

a malé č́ıslo δ. Daľśı vrcholy xi startovaćıho simplexu odvod́ıme z vrcholu x0 tak,

že k jeho i-té složce x
(0)
i p̌ričteme č́ıslo δ, tj. xi = (x

(0)
1 , . . . , x

(0)
i + δ, . . . , x

(0)
n )T ,

i = 1, 2, . . . , n.
Simplex opakovaně transformujeme. Výpočet ukonč́ıme a vrchol xb považujeme za
dostatečně dobrou aproximaci minima x∗, pokud jsou vrcholy simplexu navzájem
dosti bĺızko a funkčńı hodnoty v nich se málo lǐśı, tj. když pro zadané tolerance ε1,
ε2 plat́ı

‖xi − xb‖ < ε1 a současně |f (xi )− f (xb)| < ε2 pro každý vrchol xi 6= xb . (6.6)
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Nelderova-Meadova metoda je heuristická metoda (heuristický nebo-li objevovaćı
je takový postup, který je založen nejenom na logickém uvažováńı a zkušenostech,
ale také na pozorováńı a experimentováńı). Metoda je vhodná pro minimalizaci
funkćı menš́ıho počtu proměnných, řekněme pro n ≤ 10. Přestože o konvergenci
metody je toho známo jen velmi málo, praxe hovǒŕı v jej́ı prospěch: metoda je až
p̌rekvapivě úspěšná. Proto je považována za metodu spolehlivou nebo-li robustńı.
Podstatnou nevýhodou metody je to, že je pomalá, zejména v bĺızkosti minima.
Daľśı ḿınus p̌redstavuje velký objem výpočt̊u. Přesto nejde o

”
mrtvou metodu“,

což je žrejmé nap̌r. z toho, že je implementována jako základńı metoda
v́ıcerozměrné minimalizace v programu fminsearch jádra MATLABu.
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Př́ıklad 6.3. Funkce f (x , y) = 70 [(x − 2)4 + (x − 2y)2] nabývá minima pro
x∗ = 2, y∗ = 1. Výpočet provedeme metodou Neldera-Meada, v ńıž zvoĺıme
x0 = (2, 1; 0, 7)T a δ = 0,1. Výpočty jsou prováděny p̌resně, do tabulky 6.1 však
(kv̊uli úspǒre ḿısta) zapisujeme hodnoty zaokrouhlené na dvě desetinná ḿısta.
Pro každý bod zapisujeme ve sloupci pod sebou x-ovou soǔradnici, y -ovou
soǔradnici a funkčńı hodnotu. V rámečku uvád́ıme nově určený lepš́ı bod x̂
(a funkčńı hodnotu v něm). Pro ε1 = 10−4 a ε2 = 10−8 výpočet konč́ı po 47
kroćıch a xb

.
= (1,999953; 0,999976)T . 2
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krok typ xw xg xb x̄ xr xe xce xci

1 expanze
2,20
0,70
44,91

2,10
0,70
34,31

2,10
0,80
17,51

2,10
0,75
−

2,00
0,80
11,20

1,90
0,85
2,81

2 reflexe
2,10
0,70
34,31

2,10
0,80
17,51

1,90
0,85
2,81

2,00
0,82
−

1,90
0,95
0,01

1,80
1,08
8,69

3
vněǰśı

kontrakce

2,10
0,80
17,51

1,90
0,85
2,81

1,90
0,95
0,01

1,90
0,90
−

1,70
1,00
6,87

1,80
0,95
0,81

4
vniťrńı

kontrakce

1,90
0,85
2,81

1,80
0,95
0,81

1,90
0,95
0,01

1,85
0,95
−

1,80
1,05
6,41

1,88
0,90
0,41

Tabulka 6.1: Př́ıklad 6.3
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Metoda nejvěťśıho spádu je základńı minimalizačńı metoda, která použ́ıvá
derivace účelové funkce. Takové metody se nazývaj́ı gradientńı.
Začneme t́ım, že si vysvětĺıme obecný princip spádové metody. Předpokládejme
tedy, že jsme v bodu xk a chceme se dostat bĺıže k minimu. Zvoĺıme směr dk ,
v němž funkce f klesá, a na polop̌ŕımce xk + λdk , λ ≥ 0, vybereme bod

xk+1 = xk + λkdk , (6.7)

v němž f (xk+1) < f (xk). Směrový vektor dk nazýváme spádový (ve směru dk

hodnota účelové funkce f
”
padá dol̊u“), odtud spádová metoda. Č́ıslo λk se

nazývá parametr délky kroku (je-li dk jednotkový vektor, tj. když ‖dk‖2 = 1, pak
λk = ‖xk+1 − xk‖2 je vzdálenost bodů xk a xk+1, tj. λk je délka kroku). λk

dostaneme minimalizaćı funkce ϕ(λ) = f (xk + λdk) pro λ ≥ 0. Minimum λk

funkce ϕ(λ) urč́ıme p̌ribližně pomoćı několika málo krok̊u vhodné metody
jednorozměrné minimalizace (p̌resná minimalizace je zbytečný p̌repych, nebot’

prosťrednictv́ım λk určujeme jen mezivýsledek xk+1 na cestě k minimu x∗). Určeńı
λk tedy vyjáďŕıme zápisem

λk ≈ min
λ>0

ϕ(λ) , kde ϕ(λ) = f (xk + λdk) . (6.8)
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Obr. 6.5: Princip spádových metod
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Nyńı se věnujme už vlastńı metodě nejvěťśıho spádu. Je známo, že funkce f (x)
nejrychleji klesá ve směru záporného gradientu. Označ́ıme-li tedy gradient jako

g(x) ≡ ∇f (x) =

(
∂f (x)

∂x1
,
∂f (x)

∂x2
, . . . ,

∂f (x)

∂xn

)T

,

pak v metodě nejvěťśıho spádu voĺıme jako spádový vektor

dk = −g(xk) . (6.9)

Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za uspokojivou aproximaci minima x∗, když

‖g(xk+1)‖ < ε , (6.10)

kde ε je p̌redepsaná tolerance (p̌ripomeňme, že v minimu g(x∗) = o).
V počátečńı fázi výpočtu, když jsme od minima ještě dosti daleko, docháźı
obvykle k poměrně rychlému poklesu hodnot účelové funkce. Zato v bĺızkosti
minima je konvergence pomalá, jen lineárńı, tj. plat́ı ‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖,
kde konstanta C je sice menš́ı než jedna, ale často jen nepatrně.
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Cik-cak efekt. Pokud λk vypočteme p̌resně, má funkce ϕ(λ) v bodě λk

minimum, a proto

0 = ϕ′(λk) =
n∑

i=1

∂f (xk+1)

∂xi
d

(k)
i = −

n∑
i=1

d
(k+1)
i d

(k)
i = −dT

k+1dk ,

tj. směrové vektory dk+1 a dk jsou navzájem kolmé. Ukážeme si, že právě tato
vlastnost může být p̌ŕıčinou velmi pomalé konvergence.
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Pro jednoduchost p̌redpokládejme, že minimalizujeme funkci dvou proměnných.
V tom p̌ŕıpadě si můžeme vypomoci jednoduchou p̌redstavou: nacháźıme se
v terénu a chceme naj́ıt nejnižš́ı bod, tj. dno nějaké prohlubně. Předpokládejme,
že prohlubeň má tvar podlouhlé zahnuté rokle. Metoda nejvěťśıho spádu nás
nasměruje z počátečńıho stanovǐstě x0 dol̊u kolmo k vrstevnici f (x) = f (x0).
Sestupujeme tak dlouho, dokud terén klesá. V nejnižš́ım ḿıstě je daľśı stanovǐstě
x1. Zde se zastav́ıme, otoč́ıme se o 90 stupňů a sestupujeme znovu dol̊u (kolmo
k vrstevnici f (x) = f (x1)) do daľśıho stanovǐstě x2 atd. Je žrejmé, že vzdálenosti
mezi jednotlivými stanovǐsti se budou postupně zkracovat. V bĺızkosti minima
bude naše putováńı působit směšně: ḿısto abychom do něj došli několika málo
kroky, budeme se k němu sṕı̌se pĺıžit než bĺıžit po trase tvǒrené č́ım dál t́ım
kraťśımi navzájem kolmými úseky. Tento jev bývá označován jako cik-cak efekt.
V takovém extrémńım p̌ŕıpadě metoda nejvěťśıho spádu selhává, nebot’ počet
krok̊u poťrebný k dosažeńı p̌rijatelné aproximace minima je neúnosně velký.
Obdobná situace nastane i v p̌ŕıpadě, když jednorozměrnou minimalizaci
provád́ıme jen p̌ribližně. 2
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Obr. 6.6: Cik-cak efekt
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Př́ıklad 6.4. Funkci f (x , y) = x2 + 2y2 + xy − x minimalizujeme metodou
nejvěťśıho spádu. Jako počátečńı aproximaci zvoĺıme x0 = 1, y0 = 2. Podrobně
provedeme prvńı dva kroky. Nejďŕıve urč́ıme

g(x , y) =

(
2x + y − 1

x + 4y

)
a odtud d(x , y) =

(
−2x − y + 1
−x − 4y

)
.

Pro

x0 =

(
1
2

)
tak dostaneme d0 =

(
−3
−9

)
, takže x1 = x0 + λ0d0 =

(
1− 3λ0

2− 9λ0

)
.

Funkce ϕ(λ) je tedy tvaru

ϕ(λ) = f (x0 + λd0) = (1− 3λ)2 + 2(2− 9λ)2 + (1− 3λ)(2− 9λ)− (1− 3λ) =

=198λ2 − 90λ + 10 .

Minimalizaci funkce ϕ(λ) uḿıme provést p̌resně:

z podḿınky ϕ′(λ0) = 396λ0 − 90 = 0 dostaneme λ0 =
5

22
, takže

x1 =

(
1− 3 · 5/22
2− 9 · 5/22

)
=

1

22

(
7

−1

)
.
=

(
0,318

−0,045

)
.
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Daľśı krok provád́ıme podobně. Nejďŕıve urč́ıme d1 a pak zaṕı̌seme hledaný tvar
pro x2:

d1 =

(
−2 · 7/22− (−1/22) + 1
−7/22− 4 · (−1/22)

)
=

1

22

(
9

−3

)
, x2 = x1+λ1d1 =

1

22

(
7 + 9λ1

−1− 3λ1

)
.

Odtud pro ϕ(λ) = f (x1 + λd1) po úpravě dostaneme

ϕ(λ) =
1

222
(72λ2 − 90λ− 110) a z podḿınky ϕ′(λ1) = 0 máme λ1 =

5

8
.

Dosazeńım za λ1 do x2 nakonec obdrž́ıme

x2 =
1

176

(
101
−23

)
.
=

(
0,574

−0,131

)
.

V tomto ilustračńım p̌ŕıkladu metoda nejvěťśıho spádu rychle konverguje
k p̌resnému řešeńı x∗ = 4/7, y∗ = −1/7: už hodnoty x6, y6 jsou na 6 desetinných
ḿıst p̌resné. 2
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Poznámka (O spádových metodách pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic). Když A
je pozitivně definitńı matice, pak pro funkci f(x) = 1

2x
TAx− xTb je

g(x) = Ax− b a g′(x) = A, takže jediné minimum x∗ funkce f(x) je řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic Ax = b. Pro spádový vektor dk poč́ıtáme
xk+1 = xk + λkdk , p̌ričemž délku λk kroku vyjáďŕıme z podḿınky

0=ϕ′(λk) = d
dλ

f (xk + λdk)
∣∣
λ=λk

= dT
k Adkλk − dT

k rk , kde rk = b− Axk .

(Ově̌rte!) Tak dostaneme metodu: x0 dáno, r0 = b− Ax0, pro k = 0, 1, . . .
poč́ıtáme

v = Adk , λk =
dT

k rk

dT
k v

, xk+1 = xk + λkdk , rk+1 = rk − λkv . (6.11)

(Vzorec pro rk+1 obdrž́ıme tak, že do rk+1 = b− Axk+1 dosad́ıme
xk+1 = xk + λkdk .) Výpočet ukonč́ıme, když je reziduum rk dostatečně malé, tj.
když ‖rk+1‖ < ε. V metodě nejvěťśıho spádu dk = −g′(xk) = rk . V praxi se však
tato metoda nepouž́ıvá, nebot’ obvykle konverguje p̌ŕılǐs pomalu. Existuje lepš́ı
volba: zvoĺıme-li d0 = r0, a poč́ıtáme-li dk+1 pro k > 0 ze vzorce
dk+1 = rk+1 + βkdk , v němž βk = (rTk+1rk+1)/(rTk rk), dostaneme metodu
sdružených gradient̊u, která konverguje podstatně rychleji, viz [Meurant],
[Stoer, Bulirsch], [Heath].
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Newtonova metoda je gradientńı metoda, která se pokouš́ı naj́ıt minimum jako
řešeńı x∗ soustavy nelineárńıch rovnic g(x) = o Newtonovou metodou. Takovým
řešeńım ale může být každý stacionárńı bod funkce f (bod x∗, ve kterém pro
funkci f plat́ı ∇f (x∗) = 0, se nazývá stacionárńı bod funkce f ), tedy také
maximum nebo sedlový bod (obdoba inflexńıho bodu pro funkci jedné proměnné).
Budeme tedy poťrebovat Jacobiovu matici

g′(x) ≡ H(x) =



∂2f (x)

∂x2
1

∂2f (x)

∂x1 ∂x2
. . .

∂2f (x)

∂x1 ∂xn

∂2f (x)

∂x2 ∂x1

∂2f (x)

∂x2
2

. . .
∂2f (x)

∂x2 ∂xn
...

...
...

∂2f (x)

∂xn ∂x1

∂2f (x)

∂xn ∂x2
. . .

∂2f (x)

∂x2
n


,

která se v tomto p̌ŕıpadě nazývá Hessova matice funkce f .
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Výpočet provád́ıme podle vzorc̊u z kapitoly řešeńı nelineárńıch rovnic, tj. najdeme
řešeńı dk lineárńı soustavy rovnic

H(xk)dk = −g(xk) a pak urč́ıme xk+1 = xk + dk . (6.12)

Všimněte si, že vzorec (6.12) pro xk+1 je formálně stejný jako vzorec (6.7), když
v něm λk = 1. Pro ukončeńı výpočtu použijeme stop kritérium (6.10). Směrový
vektor

dk = −H−1(xk)g(xk) (6.13)

obecně neńı spádový. Dá se však ukázat, že v bĺızkosti minima vektor dk spádový
je.
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Z kapitoly řešeńı nelineárńıch rovnic už v́ıme, že Newtonova metoda konverguje,
když je počátečńı aproximace x0 dostatečně bĺızko řešeńı x∗, a že v tom p̌ŕıpadě je
konvergence rychlá, totiž kvadratická. Na druhé straně, když x0 neńı dosti bĺızko
x∗, Newtonova metoda v̊ubec konvergovat nemuśı. Proto se nab́ıźı možnost zač́ıt
výpočet metodou nejvěťśıho spádu a dokončit ho Newtonovou metodou. Tento
poznatek je východiskem pro odvozeńı řady efektivńıch metod. Mezi takové paťŕı
nap̌ŕıklad

Kvazinewtonovské metody. Výpočet prob́ıhá podobně jako v metodě nejvěťśıho
spádu. Směrový vektor dk je však tvaru dk = −Bkg(xk). Matice Bk se vyb́ıraj́ı
tak, aby vektor dk byl spádový. Pro k = 0 je p̌ritom B0 = I jednotková matice,
takže d0 = −g(x0) je směr metody nejvěťśıho spádu. Č́ım v́ıc se xk bĺıž́ı minimu,
t́ım je Bk lepš́ı aproximaćı H−1(xk), takže dk se bĺıž́ı směrovému vektoru
−H−1(xk)g(xk) Newtonovy metody. To je jen velmi hrubý popis, detaily viz nap̌r.
[Nocedal], [Stoer, Bulirsch].



Optimalizace Minimalizace funkce v́ıce proměnných

Př́ıklad 6.5. Pro testováńı kvality minimalizačńıch metod se použ́ıvá mezi jinými
také tzv.

”
banánová funkce“ f (x , y) = 100(y − x2)2 + (1− x)2. Pr̊uběh funkce f

navozuje p̌redstavu hluboké rokle se strmými stěnami, jej́ıž zaǩrivené dno o rovnici
y = x2 (vzdáleně p̌ripoḿınaj́ıćı banán) se jen velmi ḿırně svažuje k minimu
v bodě x∗ = y∗ = 1.
Minimum hledejme Newtonovou metodou, tj. soustavu rovnic

∂f (x , y)

∂x
= −400x(y − x2)− 2(1− x) = 0 ,

∂f (x , y)

∂y
= 200(y − x2) = 0

řeš́ıme Newtonovou metodou: v každém kroku vypočteme ak , bk ze soustavy
rovnic(

1200x2
k − 400yk + 2 −400xk

−400xk 200

)(
ak

bk

)
=

(
400xk(yk − x2

k ) + 2(1− xk)

−200(yk − x2
k )

)

a potom urč́ıme daľśı aproximaci

xk+1 = xk + ak , yk+1 = yk + bk .
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Pro numerický experiment jsme zvolili počátečńı aproximaci x0 = 3, y0 = 2.
Výpočet potvrdil velmi rychlou konvergenci Newtonovy metody, nebot’ už v pátém
kroku jsme dostali aproximaci, která měla 16 platných cifer. To je skvělé!

Pro srovnáńı jsme tutéž úlohu řešili také metodou nejvěťśıho spádu.
Jednorozměrnou minimalizaci (6.8) jsme provedli p̌ribližně metodou zlatého řezu
na intervalu 〈0, 1〉 s p̌resnost́ı 10−4. Pro ε = 10−3 byla podḿınka (6.10) splněna
až pro k = 1324, kdy jsme dostali aproximaci (1,001; 1,001)T . To je neuspokojivé.

To metoda Neldera-Meada si vedla lépe. Pro výpočet jsme vybrali parametry
δ = 0,2, ε1 = 10−2 a ε2 = 10−4. Podḿınka (6.6) byla splněna po 57 kroćıch, kdy
jsme dostali aproximaci (1,001; 1,001)T . To je p̌rijatelné. 2

Poznámka. Řešeńı x∗ soustavy n nelineárńıch rovnic f(x) = o můžeme źıskat jako
bod, v němž funkce h(x) =

∑n
i=1[fi (x)]

2 (tj. součet čtverc̊u reziduíı) nabývá svého
globálńıho minima (nebot’ 0 = h(x∗) = minx∈Rn h(x), právě když f(x∗) = o).
Minimalizaci h(x) lze provádět pomoćı algoritmů pro řešeńı nelineárńı úlohy
nejmenš́ıch čtverc̊u, viz nap̌r. [Nocedal].
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K.Rektorys: Přehled užité matematiky I,II, Prometheus, Praha, 1995.

J. Stoer, R.Bulirsch: Introduction to Numerical Analysis, Springer-Verlag,
New York, 1993.
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