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Optimalizace Uvod

Optimaliza¢ni lGlohy se zabyvaji vybérem ,, nejlepSich ¥eSeni” z dané mnoZiny
»moznych FeSeni". Matematicky mizeme optimalizaéni tlohu formulovat jako
nalezeni prvku x* € M takového, Ze pro libovolny prvek x € M plati

f(x*) < f(x) VxeM, (6.1)

kde f : M +— R je minimalizovand (n&kdy se také ¥ika Gcelovd nebo cilova nebo
kriterialni) funkce a M je mnoZina p¥ipustnych Yeeni. Jestlize pfipustnym ¥eSenim
miZe byt kazdy bod x = (x1,%2,...,X,)" n-rozmérého Euklidova prostoru R",
tj. M = R", hovotime o nepodminéné optimalizaci. O funkci f budeme
predpoklddat, Ze je spojitd (pFipadn& i se svymi prvnimi a daldimi derivacemi).



Optimalizace Uvod

Optimaliza¢ni dloha (6.1) se nazyva llohou globélni optimalizace. My se v této

kapitole omezime na jednodussi tlohu lokdIni optimalizace spo&ivajici v nalezeni
lokalniho minima, tj. prvku x* € M takového, Ze pro libovolny prvek x € M plati

f(x*) < f(x), Vx € MN O(x*), (6.2)

kde O(x*) je n&jaké okoli bodu x*.

Podrobnégji si v§imneme dvou specidlnich dloh: v odstavci 5 se sezndmime

s metodami pro minimalizaci funkce jedné promé&nné na intervalu (a, b)

a v odstavci 20 se budeme v&novat metoddm nepodminéné minimalizace funkce
vice proménnych.

Poznamka. Ur&eni maxima funkce g(x) mizeme prevést na dlohu uréeni minima
funkce f(x) = —g(x). O



[l EIFEYI  Jednorozm&rna minimalizace
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[l EIFEYI  Jednorozm&rna minimalizace

V tomto odstavci uvedeme metody pro p¥iblizné uréeni bodu x* lokadlniho minima
funkce f(x) na intervalu (a, b). Jestlize je funkce f na intervalu (a, b) unimodalni,
tj. kdyZ ma v intervalu (a, b) jediné minimum, pak ho (dale uvedenymi metodami
pFiblizn&) najdeme. Pokud viak ma funkce f na intervalu (a, b) vice lokdlnich
minim, najdeme jedno z nich (nemusi jit o minimum globalni).

Intervalovou bisekci pouZit nemiiZzeme: i kdyz zndme f(a), f(b) a f((a+ b)/2),
nedokdZeme rozhodnout, ve které poloving intervalu (a, b) minimum leZi.

Pouzit Ize intervalovou trisekci. Necht h = (b—a)/3, takfe u=a+hav=b—h
dé&li interval na t¥i stejné &3sti. P¥edpokladejme, Ze f(u) < f(v). Pak minimum
jist& lezi vlevo od v, takZze b nahradime pomoci v. Tim se délka intervalu
(obsahujiciho minimum) zkréti na dvé t¥etiny své pavodni délky. Bod u se viak
stane stfedem nového intervalu a nebude proto v dal$im kroku vyuZitelny. Funkci
f tedy musime vyhodnocovat v kazdém kroku dvakrat. To je neefektivni.
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Metoda zlatého Fezu je zaloZena na Sikovné&jsim vyb&ru délicich bodi u a v.
Necht h = o(b — a), kde o je &islo o néco v&tsi nez 1/3, jehoZ presnou hodnotu
teprve uréime. Pak body u = a+ h a v = b — h déli interval (a, b) na t¥i nestejné
asti. V prvnim kroku vyhodnotime f(u) a f(v). Pfedpoklddejme, ze f(u) < f(v).
Pak vime, Ze minimum je mezi a a v. Nahradime b pomoci v a proces opakujeme.
Kdyz zvolime ,,sprdvnou” hodnotu g, bod u bude ve ,spravné pozici“ pouZitelné
v pristim kroku. Po prvnim kroku se tak funkce f bude vyhodnocovat v kazdém
kroku uZ jen jednou.
Jak tedy zvolit p? Tak, aby bod u hral v redukovaném intervalu (a, v) stejnou roli
jako bod v v plvodnim intervalu (a, b), tj. aby pomé&r délky intervalu (a, u) k délce
intervalu (a, v) byl stejny jako pomé&r délky intervalu {a, v) k délce intervalu (a, b),
u—a v-—a 0 1—-0p

2
v—a b-a 1—op 1 ° et

Vyhovujici YeSeni je
0=(3-V5)/2~0382, kde 7=1-p=(V5-1)/2~0,618

je &islo znamé jako pomér zlatého fezu.
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Obr. 6.1: Zlaty Yez

Poznamka (O zlatém Yezu). Rikdme, ¥e bod d&Ii interval v pom&ru zlatého Yezu,
kdyZ dva nové& vzniklé subintervaly maji tuto vlastnost: pomér délky kratsiho
subintervalu k délce delSiho subintervalu je stejny jako pomé&r délky delSiho
subintervalu k délce celého intervalu. Z vySe uvedené konstrukce je zfejmé, Ze bod
u (ale také bod v) dé&li interval (a, b) v pomé&ru zlatého Yezu.

P¥imerime si, Ze s &islem 7 jsme se setkali jiz v kapitole Feseni nelinedrnich rovnic,
kde jsme uvedli, Ze rychlost konvergence metody se¢en p =1+ 7 = 1,618. O
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Zatim jsme predpoklddali, Ze f(u) < f(v). V opatném p¥ipadg, tj. kdyz

f(u) > f(v), lezi minimum v intervalu (u, b), takZe a nahradime pomoci v.
Snadno ov&fime, Ze v redukovaném intervalu (u, b) bude mit v stejnou roli jako
mé&lo u v pivodnim intervalu (a, b), takZe hodnotu funkce f na redukovaném
intervalu opét stadi poditat jen jednou.

Délka redukovaného intervalu je T-krat mensi neZ délka pivodniho intervalu.
Z vychoziho intervalu(ag, bg) = (a, b) tak postupné sestrojime intervaly

(a1, b1) D (a2, b2) D ..., které obsahuji minimum a jejichZ délka je v kazdém
kroku redukovédna faktorem 7. Na vychozim intervalu (ag, by) ur&ime
up=a+ o(b—a), vo=b— o(b— a) a vypotteme f(up), f(vo). Interval
(ak+1, bk+1), k=0,1,..., dostaneme pomoci ax, bk, ux, vk a jiz d¥ive
vypottenych hodnot f(uy), f(vk) takto:
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1) kdyz f(uk) < f(v), pak
Ak41 1= Ak, big1 = Vi, Vig1 1= Uk, Ukl = akg1 + 0(bk1 — ak41)

a vypotteme f(uki1);
2) v opatném p¥ipadé, tj. kdyZz f(ux) > f(vk), provedeme

Akt 1= Uk, buy1 = bx,  Ukg1 = Vi, Vigr = brgr — o(bry1 — ak41)

a vypotteme f(Vgy1).

—e

Obr. 6.2: Metoda zlatého fezu
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Po k krocich leZi minimum v intervalu Iy := (ak, bx) délky
|| = bx — ak = T(bk—1 — ak—1) = -+ - = 7*(by — a9) -
St¥ed xk41 intervalu (ak, bx) aproximuje minimum x* s chybou
k1 — x*| < 3(bk — ak) = 275(bo — o). (6.3)

Pro k — oo zfejmé |l] — 0 a xx — x™.

Konvergence metody zlatého fezu je pomérn& pomala. Proto je v blizkosti minima
Gcelné prejit na rychleji konvergentni metodu. Jednou z moznosti je metoda
kvadratické interpolace, s niz se také sezndmime. P¥edtim ale
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P¥iklad 6.1. Metodou zlatého ¥ezu uré&ime minimum funkce

f(x) = x* — 3x3 + x + 7. Jako potate¢ni zvolime interval (ag, by) = (1, 3).
Vypotet provedeme s presnosti ¢ = 1073, tj. kdyZ by — ax < 2¢, poloZime
Xk+1 = (ak + bk)/2. Vypolet je zaznamendn v nésledujici tabulce. PodtrZenim
jsou vyzna&eny ty vnit¥ni body, v nichZ se po&itd hodnota ucelové funkce.

k ax Uk Vi br f(uk) f(vic)
0| 1,0000 1,7639 2,2361 13,0000 1,979900 > 0,695048
11 1,7639 2,2361 2,5279 3,0000 0,695048 < 1901312
2| 1,7639 2,0657 22361 25279 0,852324 > 0,695048
3| 20557 22361 23475 25279 0,695048 < 0,906510
4 12,0657 2,1672 22361 2,3475 0,690296 < 0,695048
5 12,0657 2,1246 2,1672 22361 0,729249 >  0,690296
14 2,1973  2,1982 2,1988 2,1997 0,681572 < 0,681575
15 | 2,1973 2,1988
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PoZadovand presnost je dosaZena pro k = 15, takZe (po zaokrouhleni na 3
desetinné cifry) xi6 = 2,198. Hodnota ti¢elové funkce se po&itd celkem 16-krat.
ProtoZe pfesna hodnota x* = 2,198266, ma xi¢ v3echny cifry platné. O
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Metoda kvadratické interpolace. Predpokladejme, Ze minimum leZi v intervalu
(ak, bk), a Ze v n&jakém jeho vnitfnim bod& ¢, hodnota funkce f nep¥esihne
hodnoty f(ax), f(bk) v krajnich bodech ay, by, tj. Ze

pro ak < ck < bx plati f(ck) < min{f(ax); f(bx)}. (6.4)

Body [ak, f(ak)], [ck, f(ck)] a [bk, f(bk)] proloZime parabolu P,(x) (kvadraticky
interpolagni polynom) a bod xx1 jejiho minima povaZujeme za dal3i aproximaci
x*. Vzorec pro vypolet xi;1 dostaneme FeSenim linedrni rovnice Pj(xx11) = 0. D3
se ukazat, Ze

i1 = Cp — 1 (e — ak)*[f(ex) = F(Bi)] = (ex — bi)?[F(ex) — F(ak)] (65)

2 (e — ai)[f () — F(bic)] — (e — bi)[F (i) — F(ax)]

Z (6.4) plyne, Ze xxy1 € (ak, bx). KdyZ ndhodou xix1 = ¢k, vloZime do xi41 jiny
vnitfni bod intervalu (ak, bk). S timto slabym mistem metody kvadratické
interpolace (a s dal3imi, zde nezmin&nymi nedostatky) se Usp&né& vyrovnava
Brentova metoda. Struénd zminka o ni je uvedena v nasledujicim textu.
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Z bodl ak, bk, ck a xk+1 pak vybereme novy interval (ax1, bk+1) obsahujici
minimum a bod ¢x41 spliiujici podminku (6.4), tentokrat pro index k + 1.
Postupujeme podle nasledujicich pravidel:

A X1 <cae a f(xy1) < fek) = aks1 = ak,  Ckil = Xkt1,

bry1 = ¢k,
B: xky1<ca a f(xep1) > (k) = ak41 = Xk41, Ckt1 = Ck,
bi+1 = by,

C: o< Xk+1 a f(Ck) < f(Xk+1) == 0 aky1 = Ak, Ck+1 = Ck,
bk+1 = Xk+1,
D: e <xkp1 a flca)>f(xup1) = QK41 = Cky  Chtl = Xkt1,
byi1 = by.



[l EIFEYI  Jednorozm&rna minimalizace

o
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Obr. 6.3: Metoda kvadratické interpolace
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Vypolet ukonéime a xx41 povaZujeme za dostatecné dobrou aproximaci minima
x*, kdyzZ je spIn€no nékteré ze stop kriterii

[xke1 — xk|l <&, |xer1 — x| <elxkl, F(xk) — F(xep1) <
€, f(Xk) — f(Xk+]_) < Elf(Xk)| s

kde ¢ je pfedepsana tolerance.

Vypotet xk+1, k =0,1,..., vyzaduje k + 4 vyhodnoceni t¢elové funkce: f(ap),
f(co), f(by) a dale f(x;), i=0,1,..., k.

Pokud metoda kvadratické interpolace konverguje, pak je rychlost jeji konvergence
superlinedrni ¥adu p ~ 1,324, viz [Heath].
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P¥iklad 6.2. Minimum funkce f(x) = x* — 3x3 + x + 7 ur&ime metodou
kvadratické interpolace. Vypolet ukon&ime, kdy? |xx+1 — x| < 107>, Vypoget je
zaznamenan v nasledujici tabulce. V poslednim sloupci je uvedeno, ktery z p¥ipadi

A,B,C,D nastava, a podtrzenim

a0 = 2,000000
a1 = 2,000000
a» = 2,180689
as = 2,180689
as = 2,197322
as = 2,108232

x1 = 2,204918
x, = 2,180689
xs = 2,197322
s = 2,197322
= 2,198232
cs = 2,198264

<
<
<
<
<
<

c = 2,500000
o = 2,204918
c = 2,204918
xs = 2,198232
x5 = 2,198264
X6 = 2,198265

bo = 3,000000
by = 2,500000
by = 2,500000
bs = 2,204918
by = 2,204918
bs = 2,204918

jsou (postupng zleva doprava) vyznaleny body axy1 < ck1 < biy1, viz ndsledujici

¥adek. Z tabulky je zfejmé, Ze poZadovand presnost byla dosaZena pro

xg = 2,19827 (vZechny cifry jsou platné). Hodnota d&elové funkce se potita

celkem 9-krat.

O
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Brentova metoda je kombinovand metoda, kterd v sobé spojuje spolehlivost
metody zlatého Fezu a rychlou konvergenci metody kvadratické interpolace. Popis
Brentovy metody Ize najit nap¥. v [Numerical Recipes], viz funkce brent, nebo

v [Moler], viz funkce fmintx. Brentiv algoritmus je také zdkladem funkce
fminbnd pro jednorozmérnou minimalizaci v MATLABu.
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Optimalizace Minimalizace funkce vice prom&nnych

Nelderova-Meadova metoda zndma také jako metoda simplexi je populadrni
metoda nepouZivajici derivace G&elové funkce. Pat¥i mezi tzv. komparativni
metody, coZ jsou metody, které hledaji minimum G&elové funkce f porovnavanim
jejich hodnot v ur&itych vybranych bodech prostoru R”. V p¥ipadé metody
simplexil jsou vybranymi body

vrcholy simplexu (pro n = 2 trojihelnika, pro n = 3 &ty¥sténu).

Hlavni myslenka jednoho kroku metody je jednoduchd: mezi vrcholy xg, X1, ..., X,
simplexu vybereme nejhorsi vrchol x,, (v angli¢ting ,, worst*), v némz (iZelova
funkce nabyva nejvétsi hodnotu, a nahradime ho lep$im vrcholem X, v némz je
hodnota tcelové funkce mensi.

Vrchol X hleddme na polop¥imce, kterd vychdzi z nejhor$iho vrcholu x,, a prochazi
tj. Xp je ten z vrchold xg, X1, ...,X,, v némZ Glelova funkce nabyva nejmensi
hodnotu.

Prvni pokus, jak vybrat X, oznatujeme jako reflexi: bod x, = X + (X — x,), je
obraz bodu x,, ve stfedové soumé&rnosti se stfedem x. Kdyz je f(x,) < f(xp), pak
to znamend, Ze pokles hodnot na polopfimce x,,X je znaény, a proto zkusime
postoupit po této polop¥imce jedté dal, do bodu x. = X + 2(X — x,,). Vyb&r bodu
X byva oznalovén jako expanze. KdyZ f(x.) < f(xp), pak X = X, tj. nejhorsi
vrchol x,, nahradime bodem x..
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Jestlize f(xe) > f(xp), zkusime pouZit alespoii bod x,. Podminkou pro jeho
zaYazeni do simplexu je splnéni podminky f(x,) < f(xg) pro n&ktery vrchol x, jiny
neZ nejhorsi, tj. pro xz # x,, (index g p¥ipomind anglické sliivko ,,good ). Pokud
takova podminka plati, bereme X = x, misto pivodniho x,,.

KdyZ nevyhovuje x. ani x,, zkusime najit bod X na tsetce s koncovymi body x,,,
x, tak, aby f(X) < min{f(xy); f(x,)}. Konkrétn& postupujeme takto:

a) pokud f(x,) < f(xw), zkusime bod xce = 3(X + x,) (leZ blize k bodu x,),
a kdyZ f(xce) < f(x,), pak X = X, takZe provedeme x,, ‘= Xce.

b) jestlize f(x,) > f(x,), zkusime bod x¢; = 3(X + x,,) (leZi blize k bodu x,,),
a pokud f(x¢) < f(xyw), pak X = x4, tj. provedeme x,, 1= X.

Vyb&r bodu xc resp. x.; oznatujeme jako kontrakci (v dolnim indexu: pismeno ¢
pripomind anglické slovo , contraction”, pismeno e anglické slovo , external* (xce
leZi vn& plvodniho simplexu) a pismeno i pfipomina anglické slovo , internal* (x;
leZi uvnit¥ pvodniho simplexu)).

KdyZ nevyhovuje Xe, X, Xce ani X, usoudime, Ze vrchol xp, v némz Géelova
funkce nabyva své nejmensi hodnoty, je blizko minima. Proto provedeme redukci
simplexu: vrchol x;, v simplexu zlstane a zbyvajici vrcholy x; se posunou do st¥edi
Usetek xpx;. Simplex se tedy stahne k nejlepdimu vrcholu xp.
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Transformaci simplexu, p¥edstavujici jeden krok Nelderovy Meadovy metody,

popiseme v péti bodech takto:

1
2
3
4
5

)
)
) v
)
)

expanze :

reflexe :

vnéjsi kontrakce :

vnit¥ni kontrakce :

redukce :

f(xp) a navic f(xe) < f(xp) = Xy i =Xe
f(xg) pro n&jaky vrchol x; # Xy, = Xy =X,
f(xw) a navic f(xe) < f(x;) = Xy = Xce
f(xw) a navic f(x¢) < f(xw) = Xy :=Xg

%(xb + x;) pro viechna x; # xp



BEEMTTT]

5)

a

Obr. 6.4: Nelderova-Meadova metoda: 0) origindlni trojihelnik, 1) expanze, 2) reflexe,
3) vn&j3i kontrakce, 4) vnit¥ni kontrakce, 5) redukce
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Body 1 aZ 5 prochdzime postupné shora doldl. KdyZ nékterd z podminek v bodech
1 aZ 4 neni spln&na, pfejdeme na nasledujici bod. KdyZ spInéna je, provedeme
ndhradu x,, podle p¥ikazu za Sipkou a transformace je hotova. Neni-li splnéna
podminka v Zddném z bodi 1 aZ 4, provedeme redukci podle bodu 5.

Na zacatku vypoltu je dana pocatecni aproximace Xo = (Xl(o)’X2(o)’ . ,X,(,O))T

a malé &islo 0. Dal3i vrcholy x; startovaciho simplexu odvodime z vrcholu xq tak,
Ze k jeho i-té sloZce xi(o) pFi¢teme &islo 6, tj. x; = (xfo), . ,x,-(o) +9,... ,x,(,o))T,
i=1,2,...,n

Simplex opakované transformujeme. Vypocet ukon&ime a vrchol x, povaZujeme za
dostate¢né dobrou aproximaci minima x*, pokud jsou vrcholy simplexu navzajem
dosti blizko a funk&éni hodnoty v nich se malo i, tj. kdyZ pro zadané tolerance ¢1,
g, plati

[Ixi —xp|l < &1 asoutasng& |f(x;) — f(xp)| < e2 pro kazdy vrchol x; # xp. (6.6)
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Nelderova-Meadova metoda je heuristickd metoda (heuristicky nebo-li objevovaci
je takovy postup, ktery je zaloZen nejenom na logickém uvaZovani a zkuSenostech,
ale také na pozorovani a experimentovani). Metoda je vhodna pro minimalizaci
funkci men$iho po&tu proménnych, Yeknéme pro n < 10. P¥estoZe o konvergenci
metody je toho zndmo jen velmi malo, praxe hovofi v jeji prospéch: metoda je az
prekvapivé sp&na. Proto je povaZovana za metodu spolehlivou nebo-li robustni.
Podstatnou nevyhodou metody je to, Ze je pomald, zejména v blizkosti minima.
Dali minus pfedstavuje velky objem vypoéti. P¥esto nejde o ,, mrtvou metodu“,
coZ je zfejmé nap¥. z toho, Ze je implementovana jako zdkladni metoda

vicerozmé&rné minimalizace v programu fminsearch jddra MATLABu.



Optimalizace Minimalizace funkce vice prom&nnych

P¥iklad 6.3. Funkce f(x,y) = 70 [(x — 2)* 4 (x — 2y)?] nabyvd minima pro

x* =2, y* = 1. Vypolet provedeme metodou Neldera-Meada, v niZ zvolime

xo = (2,1;0,7)7 a § = 0,1. Vypotty jsou provadény presng, do tabulky 6.1 viak
(kvili dspofe mista) zapisujeme hodnoty zaokrouhlené na dv& desetinnd mista.
Pro kazdy bod zapisujeme ve sloupci pod sebou x-ovou soufadnici, y-ovou
soufadnici a funk&ni hodnotu. V rdmecku uvadime nové urceny lepsi bod x

(a funkéni hodnotu v ném). Pro g7 = 107* a £; = 1078 vypotet kon&i po 47
krocich a x, = (1,999953; 0,999976) 7. O
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krok| typ Xy Xg Xp X X, Xe Xce Xci
220 210 210 210 200 |190
1 | expanze 070 070 0,80 075 0,80 |[035
4491 3431 17,51 - 1120 [281
210 2,10 190 200 |19 180
2| reflexe 070 080 085 082 |09 108
3431 1751 2,81 - 0,01] 869
ngiei 210 1,90 1,90 19 1,70 1,80
3 kontrikce 080 085 095 090 1,00 0,95
17,51 281 0,01 — 6,87 0,81
it 1,00 1,80 190 1,85 1,80 1,88
4| ontrakee 085 095 095 095 105 0,90
281 081 0,01 — 6,41 0,41

Tabulka 6.1: P¥iklad 6.3
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Metoda nejvétsiho spadu je zakladni minimalizagni metoda, kterd pouziva
derivace celové funkce. Takové metody se nazyvaji gradientni.

Zaneme tim, Ze si vysvétlime obecny princip spadové metody. P¥edpokladejme
tedy, Ze jsme v bodu xx a chceme se dostat blize k minimu. Zvolime smér dy,
v némz funkce f klesd, a na polop¥imce xx + Adg, A > 0, vybereme bod

Xp1 = Xk + Agdy (6.7)

v n€mz f(Xx41) < f(xx). Smérovy vektor dy nazyvame spadovy (ve sm&ru dy
hodnota d¢elové funkce f ,, padd dold"), odtud spddovd metoda. Cislo A, se
nazyvd parametr délky kroku (je-li dx jednotkovy vektor, tj. kdyZ ||dk|l2 = 1, pak
A = ||Xk+1 — XkH2 je vzddlenost bodl x, a Xk4+1, tj. Ak je délka kroku). Ak
dostaneme minimalizaci funkce () = f(xx + Adk) pro A > 0. Minimum A,
funkce () uréime priblizn& pomoci n&kolika malo kroki vhodné metody
jednorozm&rné minimalizace (p¥esnd minimalizace je zbytegny p¥epych, nebot
prostfednictvim A\ uréujeme jen mezivysledek x,41 na cest& k minimu x*). Ur&eni
Ak tedy vyjad¥ime zapisem

Ak & T>"3 »(N), kde ©(N) = f(xk + Adg) . (6.8)
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Obr. 6.5: Princip spadovych metod
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Nyni se v&nujme uZ vlastni metod& nejvétsiho spadu. Je zndmo, Ze funkce f(x)
nejrychleji klesd ve sméru zaporného gradientu. Ozna&ime-li tedy gradient jako

df(x) Of(x) F(x)\ "
= Vf(x) =
800 = vt = (2 G T
pak v metodé& nejvétsiho spadu volime jako spadovy vektor
di = —g(xk) . (6.9)

Vypolet ukonéime a x,x11 povaZujeme za uspokojivou aproximaci minima x*, kdyz

lg(xkr1)ll <&, (6.10)

kde ¢ je p¥edepsana tolerance (pfipomeiime, Ze v minimu g(x*) = o).

V po&ateéni fazi vypoctu, kdyZ jsme od minima je$té dosti daleko, dochazi
obvykle k pomé&rné rychlému poklesu hodnot (igelové funkce. Zato v blizkosti
minima je konvergence pomald, jen linedrni, tj. plati ||xx+1 — Xx*|| < Cl|xk — x*
kde konstanta C je sice men3i neZ jedna, ale &asto jen nepatrné&.
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Cik-cak efekt. Pokud Ay vypotteme presn& ma funkce p(A) v bod& Ak
minimum, a proto

n n

Of (x
0=¢'(\) = Z (G:fl)di(k) == Z d:'(k+1)di(k) = —ddx,
i=1 ! i=1

tj. smérové vektory dyy1 a di jsou navzdjem kolmé. UkaZeme si, Ze pravé tato
vlastnost mizZe byt pFi¢inou velmi pomalé konvergence.
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Pro jednoduchost predpoklddejme, Ze minimalizujeme funkci dvou promé&nnych.
V tom p¥ipadé si miZeme vypomoci jednoduchou predstavou: nachazime se

v terénu a chceme najit nejnizsi bod, tj. dno n&jaké prohlubn&. P¥edpokladejme,
Ze prohlubeii ma tvar podlouhlé zahnuté rokle. Metoda nejvétsiho spadu nas
nasméruje z potatetniho stanovidté xg doli kolmo k vrstevnici f(x) = f(xg).
Sestupujeme tak dlouho, dokud terén klesa. V nejniz&im misté je dalsi stanovité
x1. Zde se zastavime, oto&ime se o 90 stupid a sestupujeme znovu dolli (kolmo
k vrstevnici f(x) = f(x1)) do daliho stanovité x, atd. Je zfejmé, Ze vzdélenosti
mezi jednotlivymi stanovisti se budou postupné zkracovat. V blizkosti minima
bude nage putovani plsobit sm&sné: misto abychom do né&j dosli né&kolika malo
kroky, budeme se k nému spie pliZit nez bliZit po trase tvorené &im dal tim
krat$imi navzdjem kolmymi dseky. Tento jev byvd oznalovén jako cik-cak efekt.
V takovém extrémnim p¥ipadé metoda nejvétéiho spadu selhdva, nebot potet
kroki potfebny k dosaZeni p¥ijatelné aproximace minima je netnosné velky.
Obdobn3 situace nastane i v pfipadg, kdyZ jednorozmérnou minimalizaci
provadime jen pFibliZzné. O
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P¥iklad 6.4. Funkci f(x,y) = x? + 2y? + xy — x minimalizujeme metodou
nejvétsiho spadu. Jako polateéni aproximaci zvolime xp = 1, yp = 2. Podrobné&
provedeme prvni dva kroky. Nejd¥ive uréime

2x+y—1 —2x—y+1
g(x7y):< x+y4y ) a odtud d(X,}/):< _X_y4y )

Pro
Xp = (;) tak dostaneme dy = <_g> , takZe x; = xg + Aodg = (; — 3;\\0> .
- — JA0
Funkce ¢()) je tedy tvaru

©(\) = f(xo + Ado) = (1 —30)> +2(2-90)> + (1 —=3X\)(2—-9)) — (1 —3)\) =
=198)\% — 90\ +10.

Minimalizaci funkce ¢(A) umime provést presn&:

5
z podminky ¢’(A\g) = 396\¢ — 90 = 0 dostaneme \g = > takZe
o (1=3-5/22\ _ 1 (7). (0318
1= \2-9.5/22) " 22\-1)  \-0,045 )
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Dalsi krok provadime podobné. Nejdfive uréime d; a pak zapiSeme hledany tvar
pro xp:

(272 (~1/22)+1\ 1 [ 9 B 1 740N
dl_( 7/22—4.(<1)22) ) T p\=3)r Xe=xthdi=oo{ g 3y

Odtud pro ¢(\) = f(x1 + Ady) po lpravé dostaneme
L 2 , / [ 5
p(\) = E(?D\ — 90\ — 110) a z podminky ¢’'(A\1) =0 madme A\, = 3
Dosazenim za A1 do x, nakonec obdrZzime
_ 1 (101 . ( 0574
X~ 176 \-23) ~ \-0,131)°

V tomto ilustraénim p¥ikladu metoda nejvétsiho spadu rychle konverguje
k pfesnému ¥eSeni x* = 4/7, y* = —1/7: uZ hodnoty xs, ¥ jsou na 6 desetinnych
mist pfesné. O
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Poznamka (O spadovych metodéch pro ¥edeni soustav linedrnich rovnic). Kdyz A
je pozitivn& definitni matice, pak pro funkci f(x) = %XTAX —x"b je
g(x) = Ax — b a g/(x) = A, takZe jediné minimum x* funkce f(x) je ¥eZenim
soustavy linedrnich rovnic Ax = b. Pro spadovy vektor d, po&itdme
Xk+1 = Xk + Akdg, pricemz délku \g kroku vyjadfime z podminky
0=¢'(\e) = S F(x + Mdi)[,_, = d] Adih, — d]ry, kde 1 = b — Axy.
(Ovétte!) Tak dostaneme metodu: x¢ déno, ro = b — Axg, pro k =0,1,...
po&itame
d[l’k
v=Ad,, M= a7y’ X1 = Xk + Mdi,  Frop =g — MgV (611)
k

(Vzorec pro re1 obdrzime tak, Ze do ri; = b — Axy; dosadime

Xk+1 = Xk + Akdk.) Vypolet ukon&ime, kdy? je reziduum ry dostate€n& malé, tj.
kdyZ |[rxr1]] < e. V metod& nejvétsiho spadu dx = —g'(xk) = ri. V praxi se viak
tato metoda nepouZivd, nebot obvykle konverguje pfili§ pomalu. Existuje lepsi
volba: zvolime-li dg = rp, a po&itdme-li di;1 pro k > 0 ze vzorce

dii1 = rep1 + Bkdg, v némz B = (rkTJrlrkH)/(rkTrk), dostaneme metodu
sdruzenych gradientd, kterd konverguje podstatn& rychleji, viz [Meurant],

[Stoer, Bulirsch], [Heath].
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Newtonova metoda je gradientni metoda, kterd se pokousi najit minimum jako
FeSeni x* soustavy nelinedrnich rovnic g(x) = o Newtonovou metodou. Takovym
FeSenim ale miZe byt kaZdy stacionarni bod funkce f (bod x*, ve kterém pro
funkci f plati V£ (x*) = 0, se nazyvd staciondrni bod funkce f), tedy také
maximum nebo sedlovy bod (obdoba inflexniho bodu pro funkci jedné promé&nné).
Budeme tedy potfebovat Jacobiovu matici

0?f(x)  0°f(x) 0?f(x)
Ox? Ox10x0 1 Ox10x,
0%f(x)  0%f(x) 02f(x)
gX)=HX)=| 00 03 T 0xdx |,
0?f(x)  0°f(x) 0%f(x)
Oxp,0x1  Ox,0xa Ox?

kterd se v tomto pfipadé nazyvd Hessova matice funkce f.
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Vypocet provadime podle vzorcil z kapitoly FeSeni nelinedrnich rovnic, tj. najdeme
¥eSeni dy linedrni soustavy rovnic

H(xx) dx = —g(x«) a pak uréime X1 = Xk +dg. (6.12)

V&imnéte si, Ze vzorec (6.12) pro xx11 je formaln& stejny jako vzorec (6.7), kdyz
v n€m A\, = 1. Pro ukon&eni vypottu pouZijeme stop kritérium (6.10). Sm&rovy
vektor

d, = fol(xk)g(xk) (613)

obecné neni spadovy. D3 se v8ak ukazat, Ze v blizkosti minima vektor d, spadovy
Jje.
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Z kapitoly FeSeni nelinedrnich rovnic uz vime, ze Newtonova metoda konverguje,
kdyZ je poatetni aproximace xo dostatetné blizko ¥feSeni x*, a Ze v tom pfipadé je
konvergence rychla, totiZ kvadratickd. Na druhé strané, kdyz xo neni dosti blizko
x*, Newtonova metoda viibec konvergovat nemusi. Proto se nabizi moZnost zadit
vypolet metodou nejvétsiho spddu a dokon&it ho Newtonovou metodou. Tento
poznatek je vychodiskem pro odvozeni ¥ady efektivnich metod. Mezi takové pat¥i
napfiklad

Kvazinewtonovské metody. Vypocet probihda podobné jako v metodé nejvétsiho

spadu. Smérovy vektor dy je vZak tvaru dy = —Byg(xx). Matice By se vybiraji
tak, aby vektor dy byl spadovy. Pro k = 0 je pfitom By = | jednotkova matice,
takZze dg = —g(xg) je smé&r metody nejv&tsiho spddu. Cim vic se x, blizi minimu,

tim je By lepsi aproximaci H™1(xy), takZe dy se bli# smé&rovému vektoru
—H~1(x4)g(xx) Newtonovy metody. To je jen velmi hruby popis, detaily viz nap¥.
[Nocedal], [Stoer, Bulirsch].
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P¥iklad 6.5. Pro testovani kvality minimalizatnich metod se pouZivd mezi jinymi
také tzv. ,bandnova funkce” f(x,y) = 100(y — x?)? + (1 — x)2. Prlib&h funkce f
navozuje pfedstavu hluboké rokle se strmymi sténami, jejiZz zakfivené dno o rovnici
y = x? (vzdalen& p¥ipominajici banan) se jen velmi mirn& svaZuje k minimu
v bodé x* = y* = 1.
Minimum hledejme Newtonovou metodou, tj. soustavu rovnic
of(x,y) 2 of(x,y) 2
—— = —400x(y — x°) —2(1 —x) =0, ——2 =200(y —x°) =0
o (y—x7)—2(1-x) dy (y —x%)
Fesime Newtonovou metodou: v kazdém kroku vypolteme ay, by ze soustavy
rovnic

1200x2 — 400y, +2  —400x4\ [ ak _ (400 (yk — x2) 4+ 2(1 — xx)
—400Xk 200 bk —200(yk — XI%)

a potom uréime dalsi aproximaci

X1 = Xk + ak Yk+1 = Yk + bk
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Pro numericky experiment jsme zvolili po¢atecni aproximaci xp = 3, yo = 2.
Vypotet potvrdil velmi rychlou konvergenci Newtonovy metody, nebot uZ v patém
kroku jsme dostali aproximaci, kterd méla 16 platnych cifer. To je skvélé!

Pro srovnani jsme tutéZ ulohu ¥esili také metodou nejvétsiho spadu.
Jednorozmérnou minimalizaci (6.8) jsme provedli p¥iblizn& metodou zlatého Yezu
na intervalu (0, 1) s presnosti 10~*. Pro e = 10~3 byla podminka (6.10) spln&na
aZ pro k = 1324, kdy jsme dostali aproximaci (1,001;1,001)". To je neuspokojivé.

To metoda Neldera-Meada si vedla Iépe. Pro vypolet jsme vybrali parametry
§=0,2, ;1 =1072 a g5 = 10~*. Podminka (6.6) byla spln&na po 57 krocich, kdy
jsme dostali aproximaci (1,001;1,001)7. To je p¥ijatelné. O

Poznamka. Regeni x* soustavy n nelinearnich rovnic f(x) = o miizeme ziskat jako
bod, v némz funkce h(x) = >"7_;[fi(x)]? (tj. soutet &tvercii reziduii) nabyvd svého
globdlniho minima (nebot 0 = h(x*) = minyecrn h(x), pravé kdy? f(x*) = o).
Minimalizaci h(x) lze provad&t pomoci algoritmil pro ¥edeni nelinedrni dlohy
nejmensich &tvercd, viz nap¥. [Nocedal].
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