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5 ANALYTICKÉ A NUMERICKÉ METODY ŘEŠENÍ ODR1

A. Analytické metody řešeńı

Vzorové př́ıklady:

5.1. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ =
y2 − y

x
.

Řešeńı: Přepǐsme danou rovnici na tvar

y′ =
1
x

(y2 − y),

což je obyčejná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu se separovanými proměnnými. Za předpokladu x 6= 0,
y2 − y 6= 0 (tj. y 6= 0 a y 6= 1) dostáváme

dy

dx
=

1
x

(y2 − y)

dy

y2 − y
=

dx

x∫
dy

y2 − y
=

∫
dx

x
.

Integrand na levé straně rozlož́ıme na parciálńı zlomky: odtud

1
y2 − y

=
1

y(y − 4)
=

A

y
+

B

y − 1
.

Po vynásobeńı faktorem y2 − y máme

5 = A(y − 1) + By, tj. A = −1, B = 1.

Odtud dosazeńım a integraćı dostáváme
∫

dy

y2 − y
= −

∫
dy

y
+

∫
dy

y − 1
= − ln |y|+ ln |y − 1| = ln

∣∣∣∣
y − 1

y

∣∣∣∣

(integračńı konstantu neuvád́ıme). Tedy po integraci obou stran

ln
∣∣∣∣
y − 1

y

∣∣∣∣ = ln |x|+ ln |C| = ln |Cx|, C ∈ R, C 6= 0,

přičemž integračńı konstantu z d̊uvodu úpravy posledńıho vztahu ṕı̌seme v poněkud neobvyklém tvaru
ln |C|. Odlogaritmováńım dostáváme

∣∣∣∣
y − 1

y

∣∣∣∣ = |Cx|, C ∈ R, C 6= 0,

tj.
y − 1

y
= Cx, C ∈ R, C 6= 0

(odstraněńı absolutńıch hodnot je proveditelné na jednotlivých oblastech vymezených vztahy x 6= 0,
y 6= 0, y 6= 1). Odtud vyjádř́ıme explicitně neznámou funkci y ve tvaru

y =
1

1− Cx
, C ∈ R, C 6= 0.

Zbývá posoudit př́ıpad y2 − y = 0 (tj. y = 0 nebo y = 1). Dosazeńım těchto konstantńıch funkćı do
dané rovnice zjist́ıme, že se jedná o řešeńı. Všimněme si, že řešeńı y = 1 lze zahrnout do obecného řešeńı
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volbou C = 0, avšak řešeńı y = 0 nelze v tomto tvaru źıskat žádnou volbou C. Všechna řešeńı uvažované
rovnice jsou tedy tvaru

y =
1

1− Cx
, C ∈ R, y = 0.

O správnosti výsledku se můžeme přesvědčit zkouškou (proved’te).

5.2. Př́ıklad. Řešte počátečńı problém

y′ cosx + y sin x = 1, y(0) = 1 .

Řešeńı: Danou rovnici lze přepsat (za předpokladu cos x 6= 0) na tvar

y′ + y tg x =
1

cos x
,

což je z d̊uvodu linearity vzhledem k y rovnice lineárńı. Tuto rovnici řeš́ıme ve dvou kroćıch metodou
variace konstanty.

I. Urč́ıme obecné řešeńı přidružené homogenńı rovnice

y′ + y tg x = 0.

Separaćı proměnných dostáváme pro y 6= 0 a cos x 6= 0
∫

dy

y
= −

∫
tg xdx.

Integrál na pravé straně urč́ıme (bez uvedeńı integračńı konstanty) jako

−
∫

tg x dx = −
∫

sinx

cos x
dx =

∫ − sin x

cosx
dx = ln | cosx|,

tj.
ln |y| = ln | cosx|+ ln |C| = ln |C cosx|, C ∈ R, C 6= 0.

Po provedeńı odlogaritmováńı a odstraněńı absolutńıch hodnot máme

yh = C cos x, C ∈ R,

kde volba parametru C = 0 zahrnuje i nulové řešeńı y = 0, které jsme vzhledem k předpokladu y 6= 0
dosud neuvažovali. Zd̊urazněme, že źıskaný vztah je pouze řešeńım homogenńı rovnice, proto voĺıme
označeńı yh.

II. Provedeme variaci konstanty a obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı rovnice hledáme ve tvaru

y = C(x) cos x, C(x) =?

Neznámou funkci C(x) urč́ıme dosazeńım tohoto vztahu do řešené nehomogenńı rovnice:

C ′(x) cos(x) + C(x)(− sin x) + C(x) cos x tg x =
2

cos x
,

tj. po úpravě

C ′(x) =
4

cos2 x
, C(x) =

∫
dx

cos2 x
= tg x + C .

Dosazeńım takto vypočteného C(x) pak máme obecné řešeńı ve tvaru

y = ( tg x + C) cos x = C cosx + sin x.

Nyńı hledané partikulárńı řešeńı urč́ıme dosazeńım počátečńı podmı́nky do obecného řešeńı:

1 = C cos 0 + sin 0 = C.
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Partikulárńı řešeńı daného počátečńıho problému je tedy funkce

y = cos x + sin x.

5.3. Př́ıklad. Nalezněte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ =
y2 − x2

2xy
.

Řešeńı: Přeṕı̌seme-li tuto rovnici na tvar

y′ =
y

2x
− x

2y
,

pak vid́ıme, že ji můžeme řešit jednak substitućı u = y
/
x, kde také jako rovnici Bernoulliovu (kde r = −1

→ tedy substitućı u = y2). Užijeme oba postupy:

a) Rovnici zaṕı̌seme jako

y′ =
1
2

(
y

x
−

(y

x

)−1
)

.

Polož́ıme proto u = y
/
x, tedy y′ = u′x + u, a daná rovnice se transformuje na tvar

u′x + u =
1
2

(
u− 1

u

)

nebo-li za uvedeného předpokladu x 6= 0

u′ = − 1
x

u2 + 1
2u

.

Po převedeńı této rovnice na diferenciálńı tvar dostáváme

2udu

u2 + 1
= − dx

x
,

a dále ∫
2u

u2 + 1
du = −

∫
dx

x
.

Odtud integraćı

ln(u2 + 1) = − ln |x|+ ln |C| = ln
∣∣∣∣
C

x

∣∣∣∣ , C ∈ R, C 6= 0 .

Po odlogaritmováńı a odstraněńı absolutńıch hodnot dostáváme obecné řešeńı ve tvaru

u2 =
C

x
− 1, C ∈ R, C 6= 0 .

Zpětným dosazeńım substituce lze snadno určit obecné řešeńı zadané rovnice ve tvaru

x2 + y2 = Cx, C ∈ R, C 6= 0 .

Obecné řešeńı tedy zahrnuje všechna řešeńı dané rovnice a tvoř́ı jednoparametrickou soustavou kružnic
se středem v bodě (C

/
2, 0) a poloměrem C

/
2.

b) Rovnici upravme na tvar

y′ =
1
2x

y − x

2
y−1
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a budeme ji řešit jako Bernoulliovu rovnici substitućı u = y1−r = y2. Při dosazováńı substituce budeme
postupovat tak, že rovnici nejprve vyděĺıme faktorem yr = y−1 (tedy vynásob́ıme y) a poté do ńı dosad́ıme
u = y2, resp. l′ = 2yy′. Dostáváme tedy

y′y =
1
2

(
y2

x
− x

)
,

u′ =
u

x
− x.

Tuto lineárńı rovnici vyřeš́ıme metodou variace konstanty.

I. Přidruženou homogenńı rovnici
u′ =

u

x

lze řešit separaćı proměnných, nebo daľśı substitućı v = u
/
x. Oběma zp̊usoby snadno zjist́ıme, že

uh = Cx, C ∈ R.

II. Dále necht’
u = C(x)x, C(x) =?

Dosazeńım do řešené lineárńı rovnice máme

C ′(x)x + C(x) =
C(x)x

x
− x, tj. C ′(x) = −1.

Odtud C(x) = −x + C, a obecné řešeńı lineárńı rovnice je tedy tvaru

u = Cx− x2, C ∈ R.

Zpětným dosazeńım substituce pak dostáváme

y2 = Cx− x2, C ∈ R, C 6= 0.

Částečně řešené př́ıklady:

5.4. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ + y tg x = 2 tg x .

Řešeńı: Tato rovnice je rovnićı lineárńı, ale také rovnićı se separovanými proměnnými, nebot’

y′ = 2 tg x− y tg x = tg x(2− y).

V těchto př́ıpadech bývá obvykle výhodněǰśı řešit danou rovnici metodou separace proměnných. Za
předpokladu y 6= 2 tedy rovnici přeṕı̌seme na diferenciálńı tvar

dy

2− y
= tg xdx

a odtud integraćı

− ln |2− y| = − ln | cos x|+ ln |C|, C ∈ R, C 6= 0, tj.
ln |2− y| = ln | cos x|+ ln |C| = ln |C cos x|, C ∈ R, C 6= 0

(v souvislosti s provedenou úpravou připomeňme, že obecná konstanta vynásobená libovolným nenulovým
reálným č́ıslem z̊ustává obecnou konstantou - v našem př́ıpadě neńı tedy nutno měnit jej́ı znaménko). Po
provedeńı odlogaritmováńı, odstraněńı absolutńıch hodnot, a diskuze př́ıpadu y = 2 dostáváme obecné
řešeńı

y = 2− C cosx, C ∈ R.
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5.5. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ = − y

x + y
.

Řešeńı: Za předpokladu x 6= 0 děĺıme čitatel i jmenovatel faktorem x, č́ımž dostáváme

y′ = − y
/
x

1 + y
/
x

.

Zavedeme tedy substituci u = y
/
x a po jej́ım dosazeńı a úpravě máme

u′ = − 1
x

2u + u2

1 + u
.

Za předpokladu 2u + u2 6= 0 (tj. u 6= 0, u 6= −2) rovnici přeṕı̌seme na diferenciálńı tvar

1 + u

2u + u2
du = − 1

x
dx

a odtud integraćı

1
2

ln |2u + u2| = − ln |x|+ ln |C| = ln
∣∣∣∣
C

x

∣∣∣∣ , C ∈ R, C 6= 0.

Po odlogaritmováńı, odstraněńı absolutńıch hodnot a zahrnut́ı př́ıpadu 2u + u2 = 0 dostáváme

2u + u2 =
C

x2
, C ∈ R.

Zpětné dosazeńı substituce pak vede k nalezeńı obecného řešeńı

y2 + 2xy = C, C ∈ R.

5.6. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ + 2xy = x e−x2
.

Řešeńı: Daná rovnice je lineárńı, a řeš́ıme ji proto metodou variace konstanty.

I. y′ + 2xy = 0, dy
/
y = −2xdx a odtud integraćı

ln |y| = −x2 + ln |C|, C ∈ R, C 6= 0.

Zaṕı̌seme-li funkci −x2 pomoćı logaritmu jako ln e−x2
, dostáváme

ln |y| = ln |C e−x2 |, C ∈ R, C 6= 0

a po provedeńı obvyklých krok̊u
yh = C e−x2

, C ∈ R.

II. y = C(x) e−x2
, C(x) =?

Dosazeńım do dané nehomogenńı rovnice máme

C ′(x) e−x2
+ C(x) e−x2

(−2x) + 2xC(x) e−x2
= x e−x2

,

tj.

C ′(x) = x, C(x) =
x2

2
+ C.
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Odtud máme obecné řešeńı

y = e−x2
(

C +
x2

2

)
, C ∈ R.

5.7. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici
y′ = ex+y .

Řešeńı: Protože ex+y = ex ey, rovnici řeš́ıme separaćı proměnných:

e−y dy = ex dx ,

a po integraci
− e−y = ex + C, tj. y = − ln(C − ex), C ∈ R.

5.8. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ − y tg x = 1− x tg x .

Řešeńı: Rovnice je lineárńı, postupujeme opět pomoćı metody variace konstanty.

I. y′ − y tg x = 0, dy
/
y = tg xdx a odtud integraćı

ln |y| = − ln | cos x|+ ln |C| = ln
∣∣∣∣

C

cosx

∣∣∣∣ , C ∈ R, C 6= 0 ,

yh =
C

cos x
, C ∈ R.

II. Řešeńı hledejme ve tvaru

y =
C(x)
cos x

, C(x) =?

Po dosazeńı a úpravě máme
C ′(x) = cos x− x sin x,

a odtud integraćı (druhý člen integrujeme per partes) C(x) = x cos x + C. Obecné řešeńı:

y =
x cosx + C

cos x
=

C

cos x
+ x.

5.9. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ =
xy2 + x

x2y − y
.

Řešeńı: Rovnici uprav́ıme jako

y′ =
x(y2 + 1)
y(x2 − 1)

=
x

x2 − 1
y2 + 1

y

a řeš́ıme ji separaćı proměnných:
y

y2 + 1
dy =

x

x2 − 1
dx ,

tj. po integraci
1
2

ln(y2 + 1) =
1
2

ln |x2 − 1|+ ln |C|, C ∈ R, C 6= 0 .

Odtud po obvyklých úpravách
y2 + 1 = C(x2 − 1), C ∈ R.
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5.10. Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici

y′ = y − y2 .

Řešeńı: Jde o rovnici se separovanými proměnnými, ale také o rovnici Bernoulliovu. Zvoĺıme řešeńı pomoćı
Bernoulliovy substituce: rovnici děĺıme y2 a obdrž́ıme

y′

y2
=

1
y
− 1

za předpokladu y 6= 0. Položme u = 1
/
y, tj. u′ = −y′

/
y2 a dostáváme

−u′ = u− 1, tedy u′ = 1− u.

Vzniklá rovnice je (muśı být) lineárńı, ale v našem př́ıpadě je rovněž rovnićı se separovanými proměnnými.
Tedy pro u 6= 1 máme

du

1− u
= dx,

a po integraci

− ln |1− u| = x + ln |C|, tj. ln |1− u| = ln |C e−x|, C ∈ R, C 6= 0.

Obvyklým postupem obdrž́ıme
u = 1− C e−x, C ∈ R,

tj. všechna řešeńı jsou (po zahrnut́ı vyloučeného př́ıpadu y = 0) tvaru

y =
1

1− C e−x
=

ex

ex − C
, C ∈ R, y = 0.

5.11. Př́ıklad. Řešte počátečńı problém

xy′ + y = arctg x +
x

1 + x2
, y(1) =

π

4
.

Řešeńı: Daná rovnice je lineárńı, nebot’ za předpokladu x 6= 0

y′ +
y

x
=

arctg x

x
+

1
1 + x2

.

I. Separaćı proměnných řeš́ıme př́ıslušnou homogenńı rovnici:

y′ +
y

x
= 0,

dy

y
= − dx

x
.

Odtud snadno
yh = C

/
x, C ∈ R.

II. Řešeńı nehomogenńı rovnice hledejme ve tvaru

y = C(x)
/
x, C(x) =?

Dosazeńım a po úpravě máme
C ′(x) = arctg x +

x

1 + x2
.

Integraćı per partes (
∫

arctg x dx =
∫

1 · arctg x dx) dostáváme

C(x) = x arctg x + C.
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Odtud obecné řešeńı:
y =

x arctg x + C

x
=

C

x
+ arctg x, C ∈ R.

Dosazeńım počátečńı podmı́nky máte π
4 = C + arctg 1, tedy C = 0. Hledané partikulárńı řešeńı je proto

tvaru
y = arctg x, x > 0.

5.12. Př́ıklad. Řešte počátečńı problém

xy′ = y(ln y − ln x), y(1) = 1.

Řešeńı: Rovnici přeṕı̌seme na tvar

y′ =
y

x
(ln y − ln x) =

y

x
ln

y

x

a řeš́ıme substitućı u = u
/
x. Odtud

u′ =
1
x

u(lnu− 1),

tedy separaćı proměnných (za předpokladu u(lnu− 1) 6= 0, tj. u 6= 0, u 6= e) dostáváme

du

u(ln u− 1)
=

dx

x
.

Následnou integraćı (integrál na levé straně řeš́ıme bud’ substitućı t = ln u, nebo př́ımo užit́ım vzorce pro∫ f ′(x)
f(x) dx) dostáváme

ln | ln u− 1| = ln |x|+ ln |C| = ln |Cx|, C ∈ R, C 6= 0.

Odtud obvyklými úpravami

ln u = 1 + Cx, tj. u = e1+Cx, C ∈ R .

Zpětným dosazeńım substituce dostáváme obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice ve tvaru

y = x e1+Cx, C ∈ R .

Po dosazeńı počátečńı podmı́nky plat́ı 1 = e1+C , tj. C = −1. Hledané partikulárńı řešeńı je proto funkce

y = x e1−x, x > 0 .

B. Numerické metody řešeńı

Vzorové př́ıklady:

5.13. Př́ıklad. Je dán počátečńı problém

y′ = xy2, y(0) = 1 .

Pomoćı explicitńı Eulerovy metody určete přibližně hodnotu y(1
/
2).

Řešeńı: Z teoretického hlediska je třeba nejprve ukázat, že řešeńı úlohy na intervalu
〈
0, 1

/
2
〉

vskutku
existuje, a je určeno jednoznačně. K tomuto účelu lze už́ıt Picardovu větu o existenci a jednoznačnosti
řešeńı počátečńıho problému. Formulace tohoto tvrzeńı obvykle zahrnuje i odhad velikosti intervalu, na
němž je (jednoznačně určené) řešeńı definováno. Bez bližš́ıho odvozeńı poznamenejme, že podle tohoto
odhadu je hledané řešeńı definované alespoň v intervalu

〈− 1
/
2, 1

/
2
〉
, což je pro náš účel dostačuj́ıćı.
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Nyńı přistouṕıme k numerickému řešeńı. Zvolme nejprve n = 5, tj. h = 0, 1 a

x0 = 0, x1 = 0, 1, x2 = 0, 2, x3 = 0, 3, x4 = 0, 4, x5 = 0, 5.

Z počátečńı podmı́nky máme Y0 = 1 a dále poč́ıtáme

Y1 = Y0 + hf(x0, Y0) = Y0 + hx0(Y0)2 = 1,
Y2 = Y1 + hf(x1, Y1) = Y1 + hx1(Y1)2 = 1, 0100,
Y3 = Y2 + hf(x2, Y2) = Y2 + hx2(Y2)2 = 1, 0304,
Y4 = Y3 + hf(x3, Y3) = Y3 + hx3(Y3)2 = 1, 0623,
Y5 = Y4 + hf(x4, Y4) = Y4 + hx4(Y4)2 = 1, 1074.

Dostáváme tedy y(0, 5) ≈ 1, 1074.
Pro n = 10 je h = 0, 05, a odtud analogickým postupem y(0, 5) ≈ Y10 = 1, 1243. Přesným řešeńım

daného počátečńıho problému je funkce y = 2
/
(2 − x2), a tud́ıž přesná hodnota y(1

/
2) = 1, 1429. Při

volbě kroku h = 0, 1 je absolutńı chyba pro x = 1
/
2 rovna 0,0355 a relativńı chyba je 3, 1%. Při h = 0, 05

se absolutńı i relativńı chyba zmenšily přibližně na polovinu, což odpov́ıdá tomu, že explicitńı Eulerova
metoda je řádu 1.

5.14. Př́ıklad. Je dán opět počátečńı problém

y′ = xy2, y(0) = 1 .

Pomoćı metody prediktor - korektor, kde

P: Y ∗
i+1 = Yi + hf(xi, Yi),

K: Yi+1 = Yi + hf(xi+1, Y
∗
i+1)

určeme přibližně hodnotu y(1
/
2).

Řešeńı: Předevš́ım si všimněme, že prediktor je explicitńı Eulerova metoda a korektor implicitńı Eulerova
metoda. Zvoĺıme h = 0, 1 a při obvyklém označeńı dostáváme:

Y ∗
1 = Y0 + hx0(Y 2

0 ) = 1, Y1 = Y0 + hx1(Y ∗
1 )2 = 1, 0100,

Y ∗
2 = Y1 + hx1(Y 2

1 ) = 1, 0202, Y2 = Y1 + hx2(Y ∗
2 )2 = 1, 0308,

Y ∗
3 = Y2 + hx2(Y2)2 = 1, 0521, Y3 = Y2 + hx3(Y ∗

3 )2 = 1, 0640,
Y ∗

4 = Y3 + hx3(Y3)2 = 1, 0980, Y4 = Y3 + hx4(Y ∗
4 )2 = 1, 1122,

Y ∗
5 = Y4 + hx4(Y4)2 = 1, 1617, Y5 = Y4 + hx5(Y ∗

5 )2 = 1, 1797 .

ÚM FSI VUT v Brně


