Obycejné diferencialni rovnice s pocitacovou podporou -
Maple
Petr Kundrat

Ustav matematiky, FSI VUT v Brné

Tento soubor vznikl za ucelem ilustrace pouziti prostfedi Maple k feSeni a vizualizaci feSeni
obycejnych diferencidlnich rovnic. Od ¢tenafe se predpokladd elementarni orientace v prostredi
Maple a zakladni znalosti z oblasti oby¢ejnych diferencialnich rovnic.

> restart; # tento pfikaz vyZisti pamét’ programu Maple

1 ODR 1. fadu

> restart;
V této kapitole se budeme zabyvat fesenim diferencidlnich rovnic prvniho Fddu. Ukazeme si, jak
formulovat diferencidlni rovnici, ziskat obecné feSeni, partikuldrni feSeni poc¢atecniho problému a
na zaveér i vykresleni smérového pole ODR1. Nejprve tedy naformulujeme oby¢ejnou diferencidlni
rovnici % y(x) = —1YT(1') . Pro efektivnéjsi praci s touto rovnici si ji ulozime do vyrazu MojeODRI1:
> MojeODR1 := diff(y(x),x) = -1/2xy(x);

1
MojeODR1 := L y(z) = ) y(x)
Poznamka. Je dilezité, aby neznama funkce v diferencidlni rovnici byla zapisovana i s jeji
nezégvisle proménnou (tedy v nasem pifkladu y(x)). V opactném piipadé dojde pozdéji k chybdm,
nebot Maple poklddd nezndmou bez nezdvisle proménné za parametr. Chybny zapis vyse formu-

lované rovnice by byl
> MojeODR := diff(y(x),x) = -1/2%y;

Obecné feseni rovnice MojeODRI ziskdme pouzitim piikazu dsolve. Parametry tohoto piikazu
jsou diferencidln{ rovnice MojeODR1 a nezndmd, vzhledem ke které tuto rovnici fesime, tedy y(x).
Resen si lze ulozit do vyrazu ObecneReseni prostiednictvim pfifazeni a odkazu na pravou stranu
(rhs) posledniho vystupu (%).

> dsolve(MojeODR1,y(x));

y(z) = _C1e~%)

> ObecneReseni:=rhs(%);

ObecneReseni :== _C1 e(~%

Integra¢ni konstantu v feseni ODR oznacuje Maple jako ”_C'1”. Nyni se pokusime urcit par-
tikuldrni feSeni pocatecniho problému, sestavajictho z diferencialni rovnice MojeODRI1 a pocate-
¢ni podminky y(0) = 3. Pouzijeme opét pifkaz dsolve s parametry: dsolve({diferencidlni rovnice,
pocédtecni podminka}, hledand funkce y(x));

> dsolve({MojeODR1, y(0)=3}, y(x));
y(z) =3el~3)
Pro vykresleni feseni pocatecniho problému lze nyni vyuzit jak klasicky piikaz plot pro vykre-
sleni pravé strany predchoziho vyrazu,
> plot(rhs(%), x= 0 .. 5);
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tak i prikaz DEplot z knihovny DEtools. Parametry tohoto p fikazu jsou:

DEplot(diferencidlni rovnice, nezndmé, rozsah grafu v x-ové ose (pfip. i y-ové ose), [seznam
pocatecnich podminek], dalsi volitelné parametry - viz help)

Pokud chceme pouzit pifkaz z dosud nezahrnuté knihovny (vyse by muselo byt ”with(DEtools);”),
muzeme pouzit nasledujici syntaxi.

> DEtools[DEplot] (MojeODR1, y(x), x=0..5, [[y(0) = 3],[y(0) = 4]1], colour=grey,

linecolor=[red,bluel);

Jak je z obrazku ziejmé, 1ze do jednoho takového grafu vykreslit i vice partikuldrnich feseni,
tedy v nasem pifpadé y(0) = 3 a y(0) = 4. Navic je v grafu §edou barvou vykresleno pole oriento-
vanych tsecek (smérové pole), které maji tu vlastnost, Ze se ve svych stfedech dotykaji jednotlivych
integralnich kiivek pfislusejicich néjaké pocateéni podmince.



Poznamka. Hledame-li feSeni obycejné diferencidlni rovnice, muzeme se programu Maple
otazat, o jakou diferencidlni rovnici se jednd. K tomu ndm poslouzi piikaz odeadvisor z knihovny
DEtools, ktery nam zadanou rovnici klasifikuje.

> DEtools[odeadvisor] (MojeODR1) ;

[-quadrature]
O jednotlivych typech rovnic: viz ndpovéda k piikazu odeadvisor.
> 7 odeadvisor

1.1 Vyzkousejte si sami:

Naleznéte partikuldrni feSeni poc¢atec¢nich problému a nakreslete jejich grafy.
a) y’-3y = 8x - sin(x), y(0) = 1.
b) Ly(x) = —dzy(e)+2ze) \/y(2), y(0) = 2.
> restart;

2 ODR n-tého radu

> restart;
V této ¢asti se budeme zabyvat feSenim diferencialnich rovnic vysstho fadu. Ukazeme si, jak ziskat
obecné feseni, partikularni feseni pocdteéniho problému a na zavér i vykresleni fazového portrétu
feseni. Jako ilustrativni priklad si naformulujeme linedrni obycejnou diferencialni rovnici 3. fadu
s konstantnimi koeficienty, kterou si ulozime do vyrazu MojeODR3:

> MojeODR3 := diff (y(x),x$3)-5*diff (y(x),x$2)+3*diff (y(x),x)

> =3xy(x)=0;

. 3 2
MojeODRS = (e y(x)) — 5 (2 y(x)) +3 (& y(x)) — 3y(x) = 0

Obecné feseni rovnice MojeODR ziskdme pouzitim piikazu dsolve. Parametry tohoto piikazu

jsou diferencidlni rovnice MojeODR3 a nezndmé, vzhledem ke které tuto rovnici Fesim, tedy y(x).

> dsolve(MojeODR3,y(x));

(%1416+5 (98418 viT)(1/3)) &
y(@)= Cle\  sesnvint/d

oy ) (VB - 168
6 (98 + 18 /17)(1/3)

o g (IR (V3% 16 V8)s
6 (98 + 18 v/17)(1/3)

)

)

%1 := (98 + 18 /17)(3/3)
Pro vy¢isleni ponékud neptehledného, symbolicky pocitaného vyrazu lze pouzit piikaz evalf:

>  evalf(%);

y(x) = _C1 *AT98157502) _ 1 (09 ¢(0:26009212572) &in (0.7759010800 )

+ (08 (02600921257 2) (5007759010800 )
K vykreslen{ grafu feseni MojeODR3 s pocatetnimi podminkami y(0) = 1, y’(0) = 2, y"(0) =1
vyuzijeme piikaz DEplot. Poznamenejme, ze pocateéni podminky je tfeba zadat ve formé funkeci,
a pomoci operatoru derivace "D”. Nelze pouzit vyraz, tedy formu subs(x = 0, diff(y(x), x)).

> DEtools[DEplot] (MojeODR3, y(x), x = 0..2, [[y(0) = 1,D(y)(0) = 2, (Dee2) (y)(0)
= 1]], linecolor = [blue],stepsize =.05);
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2.1 VyzkousSejte si sami:

Naleznéte obecné teseni a feSeni pocatecnich problému nasledujicich tloh. Klasifikujte feSené rov-
nice.

3 Systémy ODR 1. radu
> restart;
V této kapitole budeme fesit systémy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic 1. fddu. Zaméfime se na
systém ti{ rovnic 1. fadu:
> MujSystem:=diff (x(t),t)=x(t)-y(t),diff(y(t),t)=z(t)-y(t),diff(z(t),t)=-3*y(t);
MujSystem = 4 x(t) = x(t) — y(t), & y(t) = z(t) — y(t), 5 2z(t) = =3y(t)
Obecné feseni opét ziskdme pomoci piikazu dsolve.
> dsolve({MujSystem},{x(t),y(t),z(t)});

\Ft \/ﬁt)

)V1 +— _C2 e~ sin(

1 ¢
{x(t) = I _C2e(=3) cos(

+%,03’e(_%)cos(\/;t)—1—10,036(_%)5111(\/»15)\/»-1- t_C1,2(t) = %

6(7%)

(_C2sin (‘rt)+ C2 co (\r’t)\ﬁJr C3 o(‘rt) ,Cﬂsin(@)\/ﬁ),
Vil Vil

y(t) =e~2) (LC2 sin(?) +_.C3 COS(T))}
Nasledujici grafy ndm umoznuji zobrazit zdvislosti mezi jednotlivymi proménnymi t, x(t), y(t),

z(t).



> with(DEtools):

> DEplot3d({MujSystem}, [x(t),y(t),z(t)]1,t=0..10, [[x(0)=0,y(0)=1,z(0)=-9]1],
scene=[t,x(t),y(t)],stepsize=.1, title=‘Reseni systemu v souradnicich

t, x(t), y(t)‘,linecolor=t);

Reseni systemu v souradnicich t, x(t), y(t)

> DEplot3d({MujSystem}, [x(t),y(t),z(t)]1,t=0..10, [[x(0)=0, y(0)=1,z(0)=-9]11,
scene=[t, x(t), z(t)],stepsize=.1, title=‘Reseni systemu v souradnicich
t, x(t), z(t)‘,linecolor=t);

Reseni systemu v souradnicich t, x(t), z(t)

> DEplot3d({MujSystem}, [x(t),y(t),z(t)]1,t=0..10, [[x(0)=0,y(0)=1,2(0)=-911,
scene=[t,y(t),z(t)],stepsize=.1, title=‘Reseni systemu v souradnicich
t, y(t), z(t)‘,linecolor=t, axes = normal);



Reseni systemu v souradnicich t, y(t), z(t)

DEplot3d({MujSystem}, [x(t),y(t),z(t)],t=0..10, [[x(0)=0,
y(0)=1,z(0)=-9]],scene=[x(t) ,y(t),z(t)],stepsize=.1,

title=‘Reseni systemu v souradnicich x(t), y(t), z(t)‘,linecolor=t,
axes = normal);

vV V V V

Reseni systemu v souradnicich x(t), y(t), z(t)

Pro vykresleni dvourozmérného grafu (ortogonélni projekce feseni do roviny dvou feSenych
proménnych) lze vyuzit piftkazu phaseportrait. Nize vidime Feseni soustavy MujSystem v roviné
(v.2):

> phaseportrait ([MujSystem], [x(t),y(t),z(t)],t=-2.5..9, [[x(0)=0,y(0)=1,

> z(0)=-9]],stepsize=.05,scene=[y(t),z(t)],linecolor=t);
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Stejnou situaci uvidite vhodnym natocenim grafu DEplot3d v soufadnicich y(t), z(t) (viz vyse).



