3. Mocninné a Taylorovy fady Resené piiklady

3. Mocninné a Taylorovy rady

A. OBOR A POLOMER KONVERGENCE

Priklad 3.1. Urceme polomér konvergence mocninné rady

o0
(k) 4 3
=T+ Z2° + a7 +
Reseni. Dand mocninna fada ma stfed zop = 0 a koeficienty a; = kF / k!. Jeji polomér urc¢ime pomoci

limg o0 |ak+1/ak|. Nejprve upravime vyraz

a1 | |R+ DR (k+DP R+1)"
ax | | k+DV B kK Uk ‘
Pak .
k+1
o= i || = g () <o

atedy R = l/pzl/e.

Priklad 3.2. Urcete obor konvergence mocninné rady

i(?)x—l—l)k_?)w—l—l (Bz+1)2 (3zx+1)3

k22 2 2292 3223
k=1

_ k(.4 1\k
Reseni. Nejprve k-ty ¢len fady upravme jako 3(52%3), tj. ar = 7= (2)

ari | _ 1 § k+1 e g k _ § i 2
ak (k+1)2 \2 3 2\k+1/) "’
dostévame 3
g k1| 3
P | an 2

Tedy R = 2/3 a konvergenéni interval méa krajni body o — R = —1, o+ R = 1/3. Dosazenim téchto krajnich
k
bodit do dané fady dostéavame po tpravé fady Y-, (_klz) , Tesp. Y_p; 7z, které obé konverguji (prvni podle

Leibnizova kritéria, a druhd podle integralniho kritéria, viz také piiklad 1.10). Odtud

I =(-1,1/3) .

Priklad 3.3. Urcete obor konvergence mocninné rady

> (z—1)3 x—1)3 x—1)8 x—1)°
Z(kgk) ) S ) M )

8 + 2.82 + 3-83
k=1

Reseni. Jde o mocninnou fadu se stfedem v bodé zy = 1, kterd vSak neni zapsdna v obvyklém tvaru
> re, ak(z — z9)*. Nebudeme proto postupovat pomoci vzorce pro vypocet poloméru R (ten by bylo tieba
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3. Mocninné a Taylorovy fady Resené piiklady

modifikovat), nybrz obecnéj$im postupem zndmym pro funkéni fady. Uzitim napf. limitnfho odmocninového
kritéria mame
(x —1)3k

|z — 13 i L |z —1]3
m —— = ——".
kg

8 k—oo \k/E - 8
Mocninna fada tedy konverguje, je-li < 1, tedy |z — 1| < 2, tj. =1 < < 3. Vné tohoto intervalu

pak fada nekonverguje. Dosazenim krajnich bod@ # = 3 a x = —1 obdrzime (divergentni) harmonickou a
(konvergentni) Leibnizovu fadu. Dostavame tedy, Ze oborem konvergence je interval ( — 1,3).

klirn Vfr(x)| = klim ¢

|lz—1[°
8

Priklad 3.4. Uréete polomér konvergence fady Y, , ’;]33, z".

Resen = ?’(?’k(‘f;—i)t;“""l) (viz také pitklad 1.18). Odtud p = limy,—,ec [“25*| =
>, tedy R =2T.
Piiklad 3.5. Urcete obor konvergence fady > o, k!(z + 1).
Reseni. Plati p = limp o || = limp oo (k + 1) = 00, tedy R =0 a odtud I* = {—1}.
Priklad 3.6. Udejte piiklad mocninné fady, kterd mé obor konvergence:
a) (0,4), b) (0,4), c¢) (0,4), d) (0,4).
Reseni. 7 tvaru vSech interval@ plyne zp = 2, R = 2, tj. p = % Zvolime-li tedy napf. ap = (%)k,
pak ziejmé p = limy_oo {/|ax| = 4. Piislusna rada > -, (m;,f ) pak konverguje na otevieném inter-

valu (0,4), o ¢em?Z se presvédéime dosazenim krajnich boddé (v tomto pfipadé dokonce neni splnéna ani
nutnd podminka konvergence).

Priklady zbyvajicich fad nyni mizeme ziskat modifikaci vyse uvedené fady. Vynasobenim ¢lene ay fakto-
rem % nezménime polomér konvergence (nebot limy_, o VEk = 1), avSak mizeme tim ovlivnit konvergenci v

k
krajnich bodech. Skute¢né, dosazenim lze snadno ovéfit, Ze konvergenéni interval fady > oo (wk;i) je (0,4).

o ST . £ . L v 1% g —2)k
Piipad za c) ziejmé ziskdme snadno prohozenim znamének v predchozi fadg, tj. Yoo, (—1)" (zkzk) .

Kone¢né piipadu za d) vyhovuje napiiklad fada > -, (2222,3 , protoze opét plati limy_o VA2 =1 a po

dosazeni krajnich bodfi dostavame konvergentni fady Y o (—1)% 2 7z, Tesp. Do, k%

B. RozvoJE FUNKCI Vv TAYLOROVY RADY

Priklad 3.7. Urcete rozvoj funkci f(z) = sinhz, coshz a arctghx se stfedem v bodé z¢ = 0.

@ —x z —T 1
e’ coshz = € " arctghr = 1In3*Z. K nalezeni

Reseni. Predevsim p¥ipomeiime, Ze sinhz = T

pozadovanych vyjadieni tedy uzijeme zndmych rozvoji funkci e* a In(1 + x), ze kterych pomoci substituce

(r — —2z) snadno urdime rozvoje e~* a In(1 — x). Pfipomerime jesté, Ze mocninné fady konverguji uvnit¥

oboru konvergence absolutné, tj. mizeme zde pouZzit komutativniho zdkona (tj. zdkona o zadméné s¢itanct).
Plati

xr - x
e’ = E k, 1+1,+—+§+ T € (—00,+00),
> k 2 3
—z kT r T
e = E(—l) Tl F—Fg §+ s 1‘6( OO+OO)
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3. Mocninné a Taylorovy fady Resené piiklady

Sectenim, resp. odec¢tenim téchto vztaht a naslednym vynasobenim hodnotou 1 / 2 dostavame

o 2k -
coshx = l;)(%:)!:l—i-ﬁ-i-ﬂ—&—..., x € (—o0,+00),
0 2kt O B
inhe = > o —py T - .
sinh x ];)(2k+1)! x+3!+5!+ , x € (—00,+00)
Na zakladé vztahtu
o0 k+1 2 3 4
B e T T
ln(1+z) - kzio(*]') ]{?+17m7?+777+ ) $€(*1,1>,
o0 k+1 2 3 4
In(1-z) = et T T T pe( 11
Wi = S = e G we (L)
dostavame vyjadieni
1. 142 = 2kt x> 2P
teghe = —In —— = = — 4+ — +... —-1,1
arctgha = 5 ln 7— ’;2k+1 x+3+5+ , xe(-1,1),

kde (~1,1) = (—1,1) N (~1,1).

Priklad 3.8. Pomoci rozvoju funkei In(1 + z) a arctgh « vyjadfete hodnotu In 2 ve tvaru ¢iselné fady (t;j.
pomoci zdkladnich aritmetickych operaci).

Reseni. Dosazenim = = 1 € (—1,1) do rozvoje funkce In(1 + ) dostavame

= (—1)F 1 1 1
n2 — =1—=4+-—4...
2= 53t
k=0
tedy hodnota In 2 je souctem tzv. Leibnizovy fady.
1+

Nyni k vyjadieni In 2 uzijeme rozvoje funkce arctghz = % In $=%. Protoze

1+x_
1—z

T = € (_151>7

W =

dostavame dosazenim hodnoty x = % do rozvoje arctgh x

00 e} k
1 2 1 /1 11 1
m2=2% —— 5"~ (=) =2f: 4. ).
. kzzo(zkﬂ)?,%ﬂ 3%21%1(9) (3+3.33Jr5~35Jr )

Mezi obéma vyjadienimi In 2 je v8ak podstatny rozdil, a to v rychlosti konvergence. Uréime, kolik ¢lent v obou
fadéch je tieba secist k vypoéteni hodnoty In2 napf. s chybou mensi nez 10~4. V pfipadé Leibnizovy fady
plati

1
|IRo| <app1 = —— <107* & n>10%
n

1
t.
1 1 1 1
M2/l o= o e o e = = 1.
n 53 1" 10000 093

V druhém vyjadfeni In 2 lze zbytek odhadnout pomoci souctu majorantni geometrické rady s kvocientem %.

Plati

oo k 00 k 1

Ro=2S () <z L s ()2 L om

3 2k+1\9 3 2n+3 9 3 2n+3 1-
k=n+1 k=n+1

3
- 10 te=n>3
4(2n + 3)9n+1 "=
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3. Mocninné a Taylorovy fady Resené piiklady

S pozadovanou pfesnosti tedy mame

11 1 1
m2~2(> =0,6931.
. <3+3-33+5-35+7~37> ’

Priklad 3.9. Je déna funkce f(z) = 25 sin ”3—2 Naleznéte rozvoj funkce f(x) v mocninnou fadu se stfedem

xg = 0, urcete obor konvergence a pomoci tohoto rozvoje pak vypoététe lim, ¢ f(z fo ) dz s chybou
mensi nez 10~%.

Reseni. Provedeme rozvoj pomoci substituce. Plati

B4 > i 12k+1
sint = t_gﬁ‘*_zz(_l)m, te(_O0,00)
k=0
Zavedeme substituci ¢t = % ¢imz dostavame
g2 2 26 210 o0 k42
Mo T T @i TEos :];)(_1) rgp . © € (7o)
1 . CE2 1 .’E4 8 0 1’4k
2y = s maiten T X mEme T€ %)
Odtud pak snadno
. 1 x? 1 1
ilg}] <x2 sm2) = 5—0—|—0—'--— 5

Jezto mocninné fady lze uvniti oboru konvergence integrovat ¢len po ¢lenu, dostavame dale

1 2 1 4 3 1 1 4
1 T 1 T T 1 x
— | dx = — e ) doe = —dx — dz
/0(3728m2) ! /o<2 .31 B 5 > ! /02 ! /023 31

1 8
T Ll 1 511 1 911
+/o 3519 = gk gl gs gl o -

1 1 1 > (—1)*
4k + 1)22H1(2k + 1)1

2 5.23.31 " 9.25.51 (
k=0

Protoze tato alternujici fada spliiuje podminky Leibnizova kritéria a plati
1
as| = ——— < 1074,
o2l = 555 51

dostavame s pozadovanou pfesnosti
1 2
1 x 1 1
—sin— | der =~ - — ————— =~ 0,4958.
/0 (mQSmQ) TR T s T

Piiklad 3.10. Urcete rozvoj funkce f(z) = sin? 2 v Taylorovu fadu se stfedem v bodé zo = 0.

Reseni. Pomoci vztahu sin® z = (1 — cos 2z) a rozvoje funkce

o0 2k 2,2 2,4
B i (27) 2%¢® 4%z
cos 2z = kzzo(—l) k)1 X + 10

—..., x€(—00,00)

mame

1 (2z)% 1 (2222 4%
2o 1 oy )1 _ _
sin x—2k571( 1) =53 a T ) x € (—00,00).
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Piiklad 3.11. Urcete prvni dva nenulové ¢leny rozvoje funkce f(z) = tgax v Taylorovu fadu se stiedem
v bodé xy = 0.

15 & om 7 ¢ I Ak () R _ 1 7 _ i " _ o9142sin? _ 1
Reseni. Plati ay = 7, pricemz f'(v) = ———, f'(v) =225%, f"(x) = 212557, tedy ap = 0, a1 = 5,
as =0, agz%:%aodtud

t +13
=X —Tr .
& 3

Priklad 3.12. Vyjadiete fol cos \/z dz s chybou mensi nez 1072,

Resend. Pomoci substituce ukazeme, ze plati

ZL’k T 1’2

(2k)! 21" 41

o0
cos\/z = Z(fl)’c
k=0
a tedy integraci ¢len po ¢lenu mame

/1cos\fd _ii—l ! + 1 1 +
0 ’ x_kzo(k+1)(2k)!_ 2.21 3.4 461

Protoze 4%6, < 1072, s pozadovanou piesnosti mame

1
1 1
dr~1—- -4+ — ~0,76.
/Ocos\/a?a: 4+72 ,

Piiklad 3.13. Urcete priblizné é&islo v/e s chybou mensi jak 1074,

Reseni. Vyuzijeme rozvoje
& n—1

- 1 1 5 1, _ x
e —1+iw+ax +§x +..._nz::1m, rz €R.

Pro x = 1/2 mame
= 1
Ve = nz::l 2n—1(n —1)!

Pro n-ty zbytek r,, plati

Nt 1 1 < 1 11 1 4
= P Ih—1) =l 2 i1~ pignp_1 <10
k=n+1 k=n-+1 2

2 1
—_— 12" > 2 >6.
:>n!2”<10000:>n > 20000 =>n>6

Pozadované presnosti tedy dosdhneme sectenim prvnich 6 ¢lent:

T 11111 11 01 11
A I ST ST ST ST S SO S S S NI SR R Ty vy
vVe= oot o T T oes T o T s LT TR T a8 T3sd T 3sa0 ~ ©

P¥iklad 3.14. Uréete priblizné ¢&islo 7 s chybou mensi jak 10~

Resend. Vyuzijeme vztahu 7 = 4 arctg 1. Pfibliznou hodnotu tedy lze spoéitat dosazenim bodu z = 1 do fady

S 2n—1
darctgr = 4 Z(fl)”*1 :c Vo e (—=1;1) .
n=1

on—1"
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Problémem je, ze tato fada konverguje velmi pomalu — pozadovanou pfesnost bychom dostali az po sec¢teni
20000 ¢lent, coZ je rucéné neproveditelné (viz Leibnizovo kritérium). Potfebujeme tedy rychleji konvergentni

fadu. Vyuzijeme-li vztahu arctgx + arctgy = arctg f‘_Jrzyy pro zy < 1, potom lze psat

1 1
arctg 1l = arctg 3 + arctg—,

3

1 1 1 1
te = = B DL S te = = B D S
ey Z;( V" mmiga oy Mty Z;( NPT

— 1, 4 4,4, (4 4 4,4\, (4 4
T = —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— —
arcte 911 ' 311 233 " 333 255 ' 355 277 T 377 299 T 399

SR N | S +
21111 31111 21313 ' 31313 '

<10—4

Sectenim prvnich 6 ¢lent tedy dostavame 7 = 3,141562.

UM FSI VUT v Brné 19



	3 Mocninné a Taylorovy řady



